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FACTORES DE CONVERSION DE LAS U. 5. CUSTOMARY UNITS EN UNIDADES SI 


Para convertir En Multiplicar por 
(Aceleración) 
pie/segundo? (ft/sec?) metro /segundo? (m/s?) 3,048 x 1071* 
pulgada/segundo? (іп. / вес?) metro /segundo? (m/s?) 2,54 x 1072* 


(Área) 
pie? (ft?) 
pulgada? (in.?) 
(Densidad) 
libra masa /pulgada? (Ibm/in.?) 
libra masa /pie” (Ibm / fi?) 


(Fuerza) 
Кір (1000 Ib) 
libra fuerza (Ib) 


(Longitud) 
pie (ft) 
pulgada (in.) 
milla (mi), (О. 5. statute) 
milla (mi), (nautica internacional) 


(Masa) 
libra masa (Ibm) 
slug (lb-sec?/ ft) 
tonelada (2000 Ibm) 


(Momento de fuerza) 
libra-pie (lb-ft) 
libra-pulgada (Ib-in.) 


(Momento de inercia, área) 
pulgada! 


(Momento de inercia, masa) 
libra, pie, segundo? 


(Cantidad de movimiento, lineal) 
libra-segundo (Ib-sec) 


(Cantidad de movimiento, angular) 
libra-pie-segundo 


(Potencia) 
pie-libra/ minuto (ft-lb /min) 
caballo de vapor (550 ft-Ib/sec) 


(Ртевібп, carga) 
atmósfera (estándar) (14,7 Ib/in.?) 
libra/pie? (lb/ft?) 
libra/pulgada? (Ib/in.” о psi) 


(Constante del resorte) 
libra/pulgada (1b/in.) 


(Velocidad) 
pie/segundo (ft/sec) 
nudo (náutico mi/hr) 
milla /Һога (mi/hr) 
milla /Һога (mi/hr) 


(Volumen) 
pie? (82) 
pulgada? (in.?) 

(Trabajo, energía) 
Unidad térmica inglesa (BTU) 
pie-libra fuerza (ft-lb) 
kilowatt-hora (kw-hr) 


* Valor exacto. 


metro? (т?) 
metro? (m?) 


kilogramo /metro* (kg/m) 
kilogramo /metro* (kg/m?) 


newton (N) 
newton (N) 


metro (п) 
metro (m) 
metro (m) 
metro (п) 


kilogramo (kg) 
kilogramo (kg) 
kilogramo (kg) 


newton-metro (N - m) 
newton-metro (N - m) 


metro* (m4) 

kilogramo-metro? (kg - т?) 
kilogramo-metro /segundo (kg - m/s) 
newton-metro-segundo (kg - m?/s) 


watt (W) 
watt (W) 


newton/metro? (N/m? o Pa) 
newton/metro? (N/m? o Pa) 
newton/metro? (N/m? o Pa) 


newton/metro (N/m) 


metro /segundo (m/s) 
metro /segundo (m/s) 
metro /segundo (m/s) 
kilómetro /hora (km/h) 


metro? (па?) 
metro? (па?) 


joule () 
joule () 
joule () 


9,2903 х1072 
6,4516 x 10-98 


2,7680 x 10 
1,6018 x 10 


4,4482 x 103 
4,4482 


3,048 х10-% 
2,54 x 1072* 
1,6093 x 103 
1,852 x 10% 


4,5359 x 1071 
1,4594 x 10 
9,0718 x 102 


1,3558 
0,11298 


41,623 х 1075 


1,3558 


4,4482 


1,3558 


2,2597 х 10-2 
7,4570 х 10? 


1,0133 х 105 
4,7880 х 10 
6,8948 х 103 


1,7513 x 102 


3,048 x 1071” 
5,1444 x 10-1 
4,4704 x 1071 
1,6093 


2,8317 x 1072 
1,6387 x 1075 


1,0551 х 10° 
1,3558 
3,60 х 10™ 


UNIDADES SI UTILIZADAS EN MECANICA 


Cantidad de movimiento, angular 
Potencia 

Presión, carga 

Producto de inercia, área 
Producto de inercia, masa 
Constante del resorte 

Velocidad, lineal 

Velocidad, angular 

Volumen 

Trabajo, energía 


Distancia (navegación) 
Masa 

Ángulo plano 

Ángulo plano 
Velocidad 

Tiempo 

Tiempo 

Tiempo 


PREFIJOS DE LAS UNIDADES SI 


Factor de multiplicación Prefijo Símbolo 
1000 000 000 000 = 10! tera T 
1000 000 000 = 10° giga G 
1000000 = 10° mega M 
1000 = 103 kilo k 
100 = 107 hecto h 
10-10 deca da 
0,1 = 107! deci d 
0,01 = 107 centi с 
0,001 = 1073 mili m 
0,000 001 = 1079 micro П 
0,000 000 001 = 1077 папо п 
0,000 000 000 001 = 10-12 pico р 


kilogramo-metro? /ѕерипао 
watt 


(Unidades suplementarias y otras unidades aceptables) 


Magnitud Unidad Simbolo SI 
(Unidades básicas) 
Longitud metro m 
Masa kilogramo kg 
Tiempo segundo 5 
(Unidades derivadas) 
Aceleración, lineal metro/segundo* m/s? 
Aceleración, angular radián/segundo? rad/s? 
Área metro? m? 
Densidad kilogramo /metro? kg/m? 
Fuerza newton М (= Ке. m/s?) 
Frecuencia hertz Hz (= 1/5) 
Impulso, lineal newton-segundo N:s 
Impulso, angular newton-metro-segundo N.m+s 
Momento de fuerza newton-metro М.т 
Momento de inercia, área metro* mé 
Momento de inercia, masa kilogramo-metro? kg - m? 
Cantidad de movimiento, lineal kilogramo-metro /segundo kg-m/s(=N-:s) 


kg -m?/s(=N-m-s) 
W (=J/s=N m/s) 


pascal Pa (= N/m?) 
metrot mé 
kilogramo-metro? kg - m? 
newton/metro N/m 
metro/segundo m/s 
radián/segundo rad/s 
metro? mé 

joule J(=N-m) 
milla nautica (= 1,852 km) 


tonelada (métrica) 
grados (decimal) 


t (= 1000 kg) 


radian - 

nudo (1,852 km/h) 
dia d 

hora h 

minuto min 


ALGUNAS REGLAS IMPORTANTES PARA ESCRIBIR MAGNITUDES METRICAS 


1. (a) Utilizar los prefijos para mantener los valores numéricos dentro del intervalo 
0,1 а 1000. 

(b) Evitar el uso de los prefijos hecto, deca, deci y centi, excepto en los casos de 
ciertas áreas y volúmenes en los que los números serían confusos. 

(c) En las combinaciones de unidades, utilizar prefijos solamente en el numera- 
dor. La única excepción es la unidad básica kilogramo. (Ejemplo: se escribe 
kN/m, no N/mm; J/kg, no mJ/g.) 

(d) No utilizar prefijos dobles. (Ejemplo: se escribe GN, no kMN.) 


2. Escritura de unidades 


(a) Utilizar un punto para la multiplicación de unidades. (Ejemplo: se escribe 
М.т, no Nm.) 

(b) No utilizar barras inclinadas dobles. (Ejemplo: se escribe N/m?, no N/m/m.) 

(c) Los exponentes se refieren a toda la unidad. (Ejemplo: mm? significa (mm)?.) 


3. Agrupamiento de números 


Utilizar un espacio en lugar de un punto para separar los números en grupos de 
tres cifras, contando a partir de la coma decimal y en ambas direcciones. (Ejemplo: 
4 607 321,048 72.) En los números de cuatro cifras el espacio se puede omitir. 
(Ejemplo: 4296 6 0,0476.) 
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No es posible ponderar las innovaciones у contribuciones introducidas por el 
Dr. James L. Meriam en el campo de Іа Месапіса Técnica, ya que sin duda su 
influencia sobre la enseñanza de esta disciplina ha sido superior a la de cual- 
quier otra persona durante el último cuarto de siglo. En 1951, sus primeros li- 
bros reconstruyeron literalmente la enseñanza de esta materia y se convirtieron 
en los textos definitivos durante los decenios siguientes. Sus textos, organiza- 
dos con lógica, se leían fácilmente y estaban dirigidos al estudiante de ingenie- 
ría medio con una gran profusión de estimulantes ejemplos, basados en 
problemas de auténtica ingeniería estupendamente ilustrados. Aquellos libros 
pasaron a ser modelos para otros textos de Mecánica Técnica desde los años 
1950 hasta ahora. 

El Dr. Meriam comenzó sus trabajos en Mecánica aplicada en la Universi- 
dad de Yale, donde se graduó en Ingeniería y se doctoró en Ingeniería y Física. 
No tardó en adquirir experiencia industrial en Pratt and Whitney Aircraft y en 
General Electric Company, lo cual sirvió de estímulo para sus primeras contri- 
buciones a la mecánica mediante estudios sobre tensiones internas tanto analí- 
ticos como experimentales. Durante la П Guerra Mundial sirvió en los 
guardacostas. 

Durante veintiún años el Dr. Meriam fue miembro de la Universidad de Ca- 
lifornia-Berkeley, donde prestó sus servicios como profesor de Mecánica para 
ingenieros, Decano Ayudante de Estudios Superiores y Presidente de la Divi- 
sión de Mecánica y Proyectos. En 1963 fue Decano de Ingeniería de la Univer- 
sidad de Duke, donde dedicó todas sus energías al desarrollo de la Escuela de 
Ingeniería de la misma. Fiel a sus deseos de dedicarse nuevamente de lleno a 
la enseñanza, en 1972 aceptó el nombramiento de profesor de Mecánica Técni- 
ca de la Universidad Politécnica Estatal de California, de donde se retiró en 
1980. Durante los diez años siguientes ejerció de profesor visitante en la Uni- 
versidad de California, Santa Bárbara, retirándose por segunda vez en 1990. El 
Dr. Meriam ha dado siempre gran énfasis a la enseñanza, característica que ha 
sido reconocida por sus alumnos en todos los lugares donde la ha practicado. 
En Berkeley fue el primero en recibir, en 1963, el premio Outstanding Faculty 
que la sociedad Tau Beta Pi otorga principalmente por la excelencia en la ense- 
ñanza. En 1978 la Asociación Americana para la Enseñanza de la Ingeniería le 
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concedió el premio Distinguished Educator por sus sobresalientes servicios a 
la enseñanza de Іа Mecánica Técnica. 

El profesor Meriam fue el primer autor que mostró claramente cómo em- 
plear el método de los trabajos virtuales para resolver cierto tipo de problemas 
de Estática en su mayoría despreciados por autores anteriores. Por lo que res- 
pecta a la Dinámica, clarificó notablemente la exposición del movimiento pla- 
no y en ediciones posteriores la Cinemática y la Cinética tridimensionales 
recibieron el mismo tratamiento. Es, además, el profesor Meriam uno de los 
primeros promotores del Sistema Internacional de Unidades y las versiones de 
este sistema en sus libros Estática y Dinámica publicados en 1975 fueron los pri- 
meros textos de Mecánica en unidades SI de Estados Unidos. 

También el Dr. L. Glenn Kraige, coautor por segunda vez de esta MECANI- 
CA PARA INGENIEROS, ha efectuado importantes contribuciones a la ense- 
ñanza de la Mecánica. Cursó sus estudios en la Universidad de Virginia, donde 
se graduó y doctoró en ciencias e ingeniería, principalmente en tecnología ae- 
roespacial, y actualmente ejerce de profesor de Ciencia de la Ingeniería y Me- 
cánica en la Universidad Estatal e Instituto Politécnico de Virginia. 

Además de su reconocida labor investigadora y divulgadora en el campo 
de la dinámica de las naves especiales, el profesor Kraige ha prestado gran 
atención a la enseñanza de la Mecánica, a niveles tanto de iniciación como su- 
perior. Su destacada actividad docente está ya generalmente reconocida y le ha 
hecho merecedor de varios premios, entre los que se cuentan el concedido por 
AT & T, en 1988, como recompensa por su excepcional labor en el campo de la 
enseñanza dentro de la Southeastern Section de la Asociación Americana para 
la Enseñanza Técnica y, también en 1988, el premio Outstanding Educator del 
Consejo Estatal de Enseñanza Superior de la Commonwealth de Virginia. En 
su actividad docente acentúa siempre el desarrollo de las capacidades analíti- 
cas junto con la consolidación del sentido físico y del razonamiento técnico. 
Son de destacar, asimismo, sus trabajos de desarrollo de software de simula- 
ción de movimientos para ordenadores personales a mediados de los años 
ochenta. Más recientemente, inició un esfuerzo a largo plazo en el área de pro- 
cedimientos de multimedia para enseñanza y aprendizaje de Estática y Diná- 
mica. 

Esta tercera edición de MECÁNICA PARA INGENIEROS está planteada 
en el mismo nivel superior que sus predecesoras y a ella se han añadido nuevas 
aportaciones que resultarán provechosas e interesantes para los estudiantes. 
Contiene asimismo una vasta colección de interesantes e instructivos proble- 
mas. El análisis y las aplicaciones son las piedras angulares del éxito en el 
aprendizaje de la Mecánica Técnica y J. L. Meriam y L. G. Kraige demuestran 
una vez más que son los mejores cuando se trata de combinar tan esenciales 
características. 


Robert F. Steidel, Jr. 
Profesor emérito de Mecánica Técnica 
Universidad de California, Berkeley 


Prólogo рага el estudiante 


Al emprender el estudio de la Mecánica aplicada, primero la Estática y seguida- 
mente la Dinámica, procede Vd. a sentar los cimientos de su capacidad analítica 
para resolver una gran variedad de problemas de ingeniería. Actualmente, el 
ejercicio de la ingeniería exige una elevado nivel de capacidad analítica y Vd. 
comprobará por sí mismo que el estudio de la Mecánica le ayudará enormemen- 
te a desarrollar esa capacidad. 

Merced a la Mecánica aplicada podemos aprender a construir y resolver los 
modelos matemáticos que describen los efectos de las fuerzas y los movimien- 
tos sobre una gran variedad de estructuras y máquinas que son de interés para 
los ingenieros. Aplicando los principios de la Mecánica se consigue formular 
dichos modelos incorporando a ellos las hipótesis físicas y las aproximaciones 
matemáticas adecuadas. Tanto en el planteo como en la resolución de proble- 
mas de Mecánica son muy frecuentes las ocasiones para utilizar conocimientos 
de geometría, álgebra, cálculo vectorial, geometría analítica y cálculo infinitesi- 
mal. Y, desde luego, es más que probable que descubra Vd. aspectos nuevos de 
la importancia de estos instrumentos matemáticos cuando los emplee dentro 
del campo de la Mecánica. 

El éxito en mecánica (y en toda la ingeniería) depende grandemente del de- 
sarrollo de un método bien disciplinado para abordar los problemas desde las 
hipótesis de partida hasta su conclusión y a través del cual se apliquen riguro- 
samente los principios pertinentes. Por mis muchos años de experiencia como 
profesor e ingeniero conozco la importancia que tiene representar el trabajo 
propio desarrollado de una manera clara, lógica y breve. La Mecánica consti- 
tuye una motivo excelente para desarrollar esos hábitos de pensamiento lógico 
y exposición eficaz. 

Este texto de MECÁNICA PARA INGENIEROS contiene un gran número 
de problemas tipo cuyas soluciones se presentan con todo detalle. Además, en 
dichos ejemplos se incluyen observaciones útiles en las que se mencionan los 
errores y trampas más corrientes que deben evitarse. Adicionalmente, el texto 
contiene una gran colección de problemas sencillos de tipo introductorio y de 
problemas de dificultad media, cuyo objetivo es facilitar la confianza inicial y 
el entendimiento de cada tema nuevo. También se incluyen muchos problemas 
que ilustran casos importantes y actuales con el fin de estimular el interés del 
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ҮШ lector y ayudarle а desarrollar su apreciación hacia las muchas aplicaciones de 
PRÓLOGO PARA EL ESTUDIANTE la Mecánica a la Ingeniería. 
Nos complace animarle a Vd. como estudiante de Mecánica y esperamos 
que este libro le sea de utilidad y estímulo para desarrollar su formación como 
ingeniero. 


ЖЖ Meram AL, Glenn Krage 


Santa Barbara, California Blacksburg, Virginia 


Prólogo рага el profesor 


Básicamente, el estudio de la Mecánica aplicada consiste en desarrollar la ca- 
pacidad para predecir los efectos de las fuerzas y los movimientos al llevar a 
cabo el trabajo de diseño creativo propio de la Ingeniería. Una predicción acer- 
tada requiere algo más que el simple conocimiento de los principios físicos y 
matemáticos de la Mecánica. Se necesita también habilidad para imaginar las 
configuraciones físicas en función de los materiales reales, los vínculos verda- 
deros y las limitaciones prácticas que rigen el comportamiento de máquinas y 
estructuras. Uno de los objetivos primordiales cuando enseñemos Mecánica 
debe ser facilitar al estudiante el desarrollo de esta habilidad para la visualiza- 
ción, algo vital para el planteo de los problemas. Y, además, ocurre que la cons- 
trucción de un modelo matemático significativo es a menudo más importante 
que su misma solución. El progreso máximo se consigue cuando los principios 
y sus limitaciones se aprenden a la vez dentro del contexto de su aplicación a 
la Ingeniería. 

Los estudiantes suelen considerar los cursos de Mecánica como una exigen- 
cia dificultosa y, con frecuencia, también como un obstáculo académico carente 
de interés. La dificultad procede de las grandes dosis de razonamiento en torno 
a los principios fundamentales que son necesarios, en contraposición al estudio 
memorizado. El desinterés que a menudo se siente se debe fundamentalmente 
a que, muchas veces, la Mecánica se presenta como una disciplina académica 
desprovista en su mayor parte de aplicación práctica. Esta actitud es achacable 
a la extendida propensión a emplear los problemas más que nada como vehí- 
culo para ilustrar la teoría, en lugar de desarrollar ésta con el fin de resolver 
problemas. Cuando se permite que predomine el primer punto de vista, los 
problemas tienden a hacerse excesivamente idealizados y sin relación con la 
práctica, resultando que los ejercicios se hacen aburridos, académicos y faltos 
de interés; de esta forma, se despoja al estudiante de toda la valiosa experiencia 
que supone el planteo de problemas y, por tanto, de la posibilidad de descubrir 
la necesidad y el significado de la teoría. Con el segundo punto de vista se con- 
sigue reforzar los motivos para aprender la teoría y se produce un mejor equi- 
librio entre ésta y sus aplicaciones; por otra parte, no es posible insistir 
suficientemente en el papel crucial que juegan el interés hacia una disciplina y 
la utilidad de ésta para provocar la motivación de su estudio. Aún más, debe- 
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PROLOGO PARA EL PROFESOR 


mos resaltar el hecho de que en el mejor de los casos, la teoría sólo puede ser 
una aproximación al mundo real, pero no que éste sea una aproximación a la 
teoría. Esta diferencia filosófica es, desde luego, fundamental y distingue a la 
ingeniería de la Mecánica de la ciencia de la Mecánica. 

Dentro del campo de la enseñanza de la Ingeniería, ha existido durante los 
últimos treinta años una fuerte tendencia a incrementar la extensión y el nivel 
de teoría en los cursos de ciencias para ingenieros y en ningún otro lugar se ha 
hecho sentir más esta tendencia que en los cursos de Mecánica. Mientras los es- 
tudiantes estén preparados para hacer frente a tratamientos acelerados, esa 
tendencia será beneficiosa. No obstante, existen pruebas y una justificable pre- 
ocupación acerca del hecho de que más recientemente ha aparecido una impor- 
tante disparidad entre el alcance de las enseñanzas impartidas y lo entendido 
de ellas. Los factores que a ello contribuyen confluyen de tres direcciones. En 
primer lugar, parece haber disminuido el énfasis en los contenidos de Geome- 
tría y Física de las matemáticas de los cursos preparatorios. En segundo lugar, 
ha habido una reducción importante, e incluso eliminación, de la enseñanza de 
representaciones gráficas que en el pasado servían para realzar la visualización 
y representación de los problemas de Mecánica. Por último, al elevar el nivel 
del tratamiento matemático de la Mecánica ha aparecido la tendencia a permi- 
tir que el manejo de la notación vectorial enmascare o sustituya la visualización 
geométrica. La Mecánica es intrínsecamente una materia que depende de la 
percepción física y geométrica y debemos aumentar nuestros esfuerzos para 
que se desarrolle de esa forma. 

Como profesores de Mecánica, una de nuestras responsabilidades es em- 
plear la matemática más adecuada a cada tipo de problema. Así, la utilización 
de la notación vectorial en problemas monodimensionales es generalmente ba- 
nal; en el caso de problemas bidimensionales suele ser optativa; pero en los pro- 
blemas tridimensionales suele ser esencial. Cuando introduzcamos operaciones 
vectoriales en problemas bidimensionales, es particularmente importante insis- 
tir en su significado geométrico, ya que una ecuación vectorial aparece en co- 
rrespondencia a un polígono vectorial, que a menudo revela, merced a su 
geometría, el método de resolución más corto. Por supuesto, existen muchos 
problemas de Mecánica cuyas variables tienen entre ellas unas dependencias 
tan complejas que rebasan las capacidades de visualización y percepción nor- 
males y es esencial confiar en el cálculo. No obstante este hecho, los estudiantes 
llegarán a ser mejores ingenieros si su capacidad de percibir, visualizar y repre- 
sentar se desarrolla al máximo. 

Como profesores de Mecánica para ingenieros tenemos la mayor de las 
obligaciones hacia la profesión de ingeniero en el sentido de situar nuestra ac- 
tuación a un nivel razonable y de mantener ese nivel. Adicionalmente, tene- 
mos la grave responsabilidad de alentar a nuestros alumnos a que piensen por 
sí mismos. Por ello, una ayuda excesiva para detalles que los estudiantes deben 
conocer ya de antes puede ser tan nociva como una ayuda escasa y fácilmente 
puede condicionar al estudiante haciéndolo demasiado dependiente de los de- 
más, sin que ejercite su propia iniciativa y capacidad. Además, cuando se divi- 
de la Mecánica en un número excesivo de pequeños compartimientos, cada 
uno de ellos con instrucciones detalladas y repetitivas, el estudiante puede te- 
ner dificultad para distinguir entre los "árboles" y el "bosque" y, en consecuen- 
cia, deje de percibir la unidad de la Mecánica y el gran alcance práctico que 
tiene el reducido número de sus principios y métodos fundamentales. 


Al igual que sus predecesoras, esta tercera edición de Mecánica para Ingenie- 
ros se ha escrito teniendo presente la anterior filosofia. Pensada especialmente 
para un primer curso de Месапіса, que generalmente se imparte en el segundo 
curso de carrera, se ha redactado en un estilo a la vez conciso у Папо. Frente а 
la posibilidad de presentar una multitud de casos particulares, se ha preferido 
insistir fuertemente en mostrar Іа cohesión entre los conceptos fundamentales, 
que son relativamente pocos, y la gran variedad de problemas que con tan po- 
cos conceptos se pueden resolver. Por ello, una característica de mayor impor- 
tancia de esta obra es el tratamiento tan amplio que reciben los problemas tipo, 
los cuales se presentan de modo que puedan estudiarse cómodamente sin ayu- 
da del profesor. Además, las soluciones a estos problemas tipo se ofrecen con 
todo detalle, con comentarios y advertencias y llamada a los puntos notables 
del proceso de resolución impresos en color. 

El tomo II, Dinámica, contiene 114 problemas tipo y 1500 problemas sin re- 
solver de los que pueden extraerse enseñanzas muy variadas. De estos proble- 
mas, más de la mitad son completamente nuevos en esta tercera edición y 
todos ellos representan muchos casos prácticos de ejemplos de interés técnico 
extraídos de una gran variedad de situaciones reales. En todo el libro se utili- 
zan unidades SI. 

Como novedad, en esta tercera edición la mayoría de los conjuntos de pro- 
blemas se agrupan en dos secciones tituladas Problemas introductorios y Proble- 
mas representativos. Los primeros son ejercicios sencillos, sin complicaciones, 
pensados para que el estudiante adquiera confianza con cada nuevo tema, 
mientras que los segundos son problemas de dificultad y extensión regulares. 
En general, se presentan ordenados por dificultad creciente y los más difíciles, 
que se identifican con la señal >, se han colocado hacia el final de los Problemas 
representativos. Cada capítulo se cierra con una sección especial de problemas 
orientados al uso de ordenador, ubicada tras los Problemas de repaso. Se ofrece, 
además, la respuesta a todos los problemas impares y también a los más difí- 
ciles. Todos los cálculos han sido realizados y comprobados sin redondear los 
resultados intermedios, por lo que las respuestas finales deben coincidir con 
los valores indicados en lo que respecta a las cifras significativas. 

Y aquí es oportuna una observación acerca del uso de ordenador. Los auto- 
res desean recalcar que la experiencia en el plantamiento de problemas, que 
permite desarrollar el raciocinio y el sentido de las cosas, es considerablemente 
más importante para los estudiantes que el puro ejercicio manipulativo de cal- 
cular la solución. Por ello, creemos que el empleo del ordenador debe limitarse 
escrupulosamente. En este estadio, la construcción de diagramas para sólido 
libre y la formulación de las ecuaciones será mejor hacerlas con papel y lápiz. 
Hay, por otra parte, ocasiones en que el proceso de resolución de esas ecuaciones 
y sus soluciones se ejecuta y se representa, respectivamente, mucho mejor vía 
ordenador. Pero los problemas orientados al ordenador deben ser genuinos en 
el sentido de que exista una condición de diseño o de criticalidad que deba ser 
determinada, sin que se trate de simples problemas "de trajín" en los que se 
hace variar algún parámetro sin otro motivo evidente que forzar un empleo ar- 
tificial del ordenador. Con esta idea hemos confeccionado los problemas para 
ordenador de esta tercera edición. Para preservar un tiempo suficiente destina- 
do al planteo de problemas se sugiere que a los alumnos se les asigne única- 
mente un número limitado de problemas para ordenador. 

Se ha mantenido la división lógica entre la dinámica de un punto material 
y la dinámica de un cuerpo rígido, y en cada parte se trata la cinemática antes 
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que la cinética. Esta disposición facilita enormemente una exploración más 
amplia y rápida de la dinámica de los cuerpos rígidos con el beneficio previo 
de una introducción comprensiva a la dinámica de los puntos materiales en los 
capítulos 2 y 3. 

El capítulo 3 sobre la cinética de los puntos materiales se centra en los tres 
métodos básicos: fuerza-masa-aceleración, trabajo-energía e impulso cantidad 
de movimiento. Los temas de especial importancia, movimiento bajo fuerzas 
centrales y movimiento relativo, se agrupan en la sección D del capítulo 3 que 
trata sobre aplicaciones especiales y sirven como material opcional que el pro- 
fesor puede asignar de acuerdo con sus preferencias y el tiempo disponible. 
Con esta disposición, la atención del estudiante se centra más intensamente en 
los tres métodos fundamentales de la cinética, que se desarrollan en las seccio- 
nes A, B y C del capítulo. 

El capítulo 4 sobre los sistemas de puntos materiales es una extensión de los 
principios del movimiento de un solo punto material y desarrolla las relacio- 
nes generales que son básicas para una comprensión moderna de la dinámica. 
El capítulo también incluye los temas de movimiento estacionario de un medio 
continuo y masa variable que pueden ser considerados como opcionales, de- 
pendiendo del tiempo de que se disponga. 

El capítulo 5 sobre la cinemática de los cuerpos rígidos en movimiento pla- 
no, donde se encuentran la velocidad y la aceleración relativas, pone el énfasis 
conjuntamente en la solución por geometría vectorial y la solución por álgebra 
vectorial. Este doble enfoque sirve al propósito de reforzar el significado de la 
matemática vectorial. 

En el capítulo 6 sobre la cinética de los cuerpos rígidos se hace hincapié en 
las ecuaciones básicas que gobiernan todas las categorías de movimiento pla- 
no. Se establece una fuerte relación de dependencia entre lo conocido y lo des- 
conocido y las ecuaciones necesarias y suficientes que garantizan la solución. 
También se pone especial énfasis en el desarrollo de las equivalencias directas 
entre las fuerzas y pares de fuerzas aplicadas reales y sus resultantes má e Ia. 
En este sentido, se destaca la flexibilidad del principio de los momentos y se 
anima a los estudiantes a que piensen directamente en términos de los efectos 
dinámicos resultantes. 

En el capítulo 7, que puede ser tratado como opcional, proporciona una in- 
troducción básica a la dinámica en tres dimensiones que es suficiente para re- 
solver muchos de los problemas del movimiento en el espacio más comunes. 
Para aquellos estudiantes que en el futuro desean hacer trabajos más avanza- 
dos en dinámica, el capítulo 7 proporciona un fundamento sólido. El movi- 
miento giroscópico con precesión estacionaria se trata de dos maneras: la 
primera hace uso de la analogía entre la relación de fuerza y vectores de canti- 
dad de movimiento lineal y la relación del momento y vectores de cantidad de 
movimiento angular. Con este tratamiento el estudiante puede comprender el 
fenómeno giroscópico de precesión estacionaria y puede manejar la mayor 
parte de los problemas técnicos relacionados con los giroscopios sin un estudio 
detallado de la dinámica tridimensional; y el segundo hace uso de las ecua- 
ciones de la cantidad de movimiento, más generales, para la rotación en tres 
dimensiones donde todas las de la cantidad de movimiento son explicados. 

En el capítulo 8 trata el tema de las vibraciones. El estudio completo de este 
capítulo es especialmente útil para los estudiantes de ingeniería ya sólo verán 
este tema en el curso de dinámica básica. 


Los momentos у los productos de inercia de masa se presentan en el apén- 
dice В. El apéndice С contiene un resumen de repaso de matemáticas elemen- 
tales y de varias técnicas numéricas que el estudiante deberá conocer para 
resolver los problemas orientados hacia el ordenador. 

Los autores desean mencionar especialmente la magnífica contribución que 
a estos textos de Mecánica realizó durante veinticinco años el ilustrador John 
Balbalis, muerto en Octubre de 1991. Su dedicación y su elevado nivel en el arte 
de la ilustración acrecentaron enormemente el potencial educativo de estos li- 
bros, brindando claridad, realismo e interés a los miles de estudiantes que fue- 
ron estimulados por sus esfuerzos. 
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boratories, por su continuada contribución en forma de inestimables sugeren- 
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РАКТЕ 1 


DINAMICA DEL PUNTO MATERIAL 


Capitulo 1: INTRODUCCION А LA DINAMICA | 


La técnica de los vuelos espaciales es un ejemplo de aplicación masiva de los principios fundamentales 
de,la Dinámica en el tecnificado mundo moderno. La propulsión de los cohetes, la predicción exacta de 
las órbitas a describir у el control y estabilidad de las maniobras se cuentan entre las numerosas difi- 
cultades que demandan un conocimiento profundo de la Dinámica. 


4 


INTRODUCCION А ІА DINAMICA 


1.1 HISTORIA Y APLICACIONES MODERNAS 


La Dinámica es la rama de la Mecánica que estudia el movimiento de los cuer- 
pos bajo la acción de las fuerzas. En los estudios de ingeniería suele seguir a la 
Estática, que estudia la acción de las fuerzas sobre los cuerpos en reposo. La Di- 
námica consta de dos partes diferentes: una es la Cinemática, que es el estudio 
del movimiento sin referencia a las fuerzas que lo causan, y la otra es la Cinética, 
que relaciona la acción de las fuerzas sobre los cuerpos con los movimientos re- 
sultantes. Los estudiantes de ingeniería hallarán que el conocimiento profundo 
de la Dinámica les proporcionará uno de los instrumentos de análisis más úti- 
les y potentes. 

Históricamente, la Dinámica es una materia relativamente reciente compa- 
rada con la Estática. El mérito por la iniciación del estudio racional de la Diná- 
mica se atribuye a Galileo (1564-1642), quién realizó cuidadosas observaciones 
sobre la caída libre de los cuerpos, el movimiento sobre planos inclinados y los 
péndulos. A él se debe en gran parte el planteamiento científico de la investi- 
gación de los problemas físicos. Sufrió continuas y durísimas críticas por ne- 
garse a aceptar las ideas oficialmente vigentes en su tiempo, tales como la 
filosofía de Aristóteles, según la cual, por ejemplo, los cuerpos pesados debe- 
rían caer más rápidamente que los livianos. La inexistencia de medios para 
medir el tiempo con precisión fue un grave obstáculo para Galileo y los pos- 
teriores avances de importancia en el estudio de la Dinámica tuvieron que 
aguardar hasta que Huyghens inventó el reloj de péndulo en 1657. Newton 
(1642-1727), guiado por los trabajos de Galileo, pudo formular con precisión 
las leyes del movimiento y con ello asentar la Dinámica sobre una base sólida. 
El famoso trabajo de Newton fue publicado en la primera edición de sus Prin- 
cipia, obra universalmente reconocida como una de las mayores contribuciones 
al conocimiento. Además de enunciar las leyes que rigen el movimiento del 
punto material, Newton fue el primero en formular correctamente la ley de la 
gravitación universal. Aún cuando su descripción matemática era correcta, te- 
nía la impresión de que la idea de la transmisión a distancia de la fuerza gravi- 
tatoria sin un medio de soporte era absurda. Después de Newton, hicieron 
importantes contribuciones a la Mecánica Euler, D'Alambert, Lagrange, Lapla- 
ce, Poinsot, Coriolis, Einstein y otros. 

Por lo que respecta a su aplicación técnica, la Dinámica resulta ser una 
ciencia aún moderna. Sólo desde que las máquinas y estructuras funcionan a 
grandes velocidades y con aceleraciones apreciables ha sido necesario efec- 
tuar cálculos basados en los principios de la Dinámica y no en los de la Está- 
tica. Los rápidos desarrollos tecnológicos actuales exigen una aplicación cada 
vez mayor de los principios de la Mecánica, particularmente de los de la Di- 
námica. Estos principios son fundamentales para el análisis y diseño de es- 
tructuras móviles, de estructuras fijas sometidas a cargas dinámicas, de 
mecanismos robóticos, de sistemas de mando automático, de cohetes y naves 
espaciales, de vehículos de transporte terrestre y aéreo, de instrumentos basa- 
dos en la balística electrónica y de maquinaria de todos los tipos tales como 
turbinas, bombas, máquinas alternativas, grúas, máquinas herramientas, etc. 
El alumno cuyo interés le lleve hacia una o más de estas actividades y de mu- 
chas otras se encontrará en la necesidad de aplicar los fundamentos de la Di- 
námica. 


1.22 СОМСЕРТО5 FUNDAMENTALES 


Los conceptos fundamentales de Іа Месапіса fueron expuestos en el apartado 
1.2 del tomo 1, Estática. Se resumen a continuación acompañados de comenta- 
rios adicionales de importancia particular para el estudio de la Dinámica. 

Espacio es la región geométrica ocupada por los cuerpos. La posición en el 
espacio se determina respecto a un cierto sistema geométrico de referencia me- 
diante medidas lineales y angulares. El sistema de referencia fundamental en 
el que son aplicables las leyes de la Mecánica newtoniana o Mecánica clásica, 
es el sistema inercial primario o sistema astronómico de referencia, que es un sistema 
imaginario de ejes mutuamente ortogonales que se supone no tienen traslación 
ni rotación en el espacio. Las medidas indican que las leyes de la Mecánica 
newtoniana son válidas para este sistema de referencia en tanto que las veloci- 
dades que intervengan sean despreciables frente a la de la luz, que es de 
300000 km/s. Las medidas efectuadas respecto a este sistema se dice que son 
absolutas y se considera que este sistema está "fijo" en el espacio. Un sistema so- 
lidario a la superficie de la Tierra tiene un movimiento un tanto complicado en 
el sistema de referencia primario, lo cual obliga a efectuar una corrección de las 
ecuaciones fundamentales de la Mecánica cuando las medidas se realicen res- 
pecto al sistema de referencia de la Tierra. Por ejemplo, en el cálculo de trayec- 
toria de cohetes y en el vuelo espacial, el movimiento absoluto de la Tierra 
constituye un parámetro importante. En la mayoría de los problemas técnicos 
de máquinas y estructuras que permanecen sobre la superficie terrestre, las co- 
rrecciones son pequeñísimas y pueden despreciarse. En estos problemas se 
pueden aplicar directamente las leyes de la mecánica a medidas efectuadas 
respecto a la Tierra y dichas medidas pueden considerarse absolutas desde un 
punto de vista práctico. 

El tiempo es una medida de la sucesión de acontecimientos y en la Mecánica 
newtoniana se considera una magnitud absoluta. 

La masa es la medida cuantitativa de la inercia o resistencia que presentan 
los cuerpos a cambiar su estado de movimiento. Puede asimismo considerarse 
como la cantidad de materia que posee un cuerpo y también como la propie- 
dad que da origen a la atracción gravitatoria. 

La fuerza es la acción, de naturaleza vectorial, que ejerce un cuerpo sobre 
otro cuerpo. Las propiedades de las fuerzas fueron tratadas a fondo en el tomo 
1, Estática. 

Un punto material o partícula, es un cuerpo de dimensiones despreciables. 
Además, cuando las dimensiones de un cuerpo no afectan a la descripción de 
su movimiento ni a la acción de las fuerzas sobre él, el cuerpo puede tratarse 
como si fuera una partícula. Por ejemplo, para describir la trayectoria de vuelo 
de un avión, éste puede tratarse como una partícula. 

Un cuerpo rígido es aquél cuyas variaciones de forma son despreciables en 
comparación con sus dimensiones globales o con las variaciones de posición 
del cuerpo como un todo. Como ejemplo de la hipótesis de rigidez citemos el 
caso de un avión en vuelo en una turbulencia atmosférica. En tal caso, la 
flexión de las alas hace que los extremos de éstas se desplacen unos centíme- 
tros respecto al fuselaje de la aeronave, lo cual carece de importancia para la 
distribución media de las fuerzas aerodinámicas ejercidas sobre las alas o para 
la especificación del movimiento del avión en su conjunto en su trayectoria de 
vuelo. Por tanto, el tratamiento del avión como cuerpo rígido no presenta nin- 
guna complicación. En cambio, si se tratara de examinar los esfuerzos internos 
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en la estructura de las alas debidos a cargas dinámicas cambiantes, habría que 
examinar las características de deformación de la estructura, para lo cual ya no 
podría considerarse el avión como un cuerpo rígido. 

En el tomo 1, Estática, se trató ampliamente de vectores y escalares, por lo 
que la diferencia entre ambos debe estar ya perfectamente clara. Los escalares 
se representan con letras bastardillas o cursivas y los vectores con letras negri- 
llas. Así, diremos que V (escalar) es el módulo del vector V. Al escribir a mano 
es importante emplear una señal de identificación para los vectores que susti- 
tuya a la letra negrilla que se emplea en impresión; generalmente se emplea un 
signo en forma de flecha y el vector У se escribe У . Recuérdese, por ejemplo, 
que en el caso de dos vectores no paralelos У; + У у ү; + У» significan cosas 
completamente diferentes. 

Se supone que el lector ya está familiarizado con la geometría y el álgebra 
de los vectores gracias a sus estudios anteriores de matemáticas y también de 
Estática. Quienes necesiten repasar tales temas encontrarán un breve resumen 
en el apéndice C junto con otras relaciones matemáticas de uso frecuente en 
Mecánica. La experiencia revela que la geometría suele ser una fuente de difi- 
cultades en el estudio de la Mecánica. Ésta, por su propia naturaleza, es geomé- 
trica y los estudiantes deben tener presente este hecho cuando repasen sus 
conocimientos de matemáticas. Además del álgebra vectorial, la Dinámica re- 
quiere el empleo del cálculo vectorial infinitesimal, cuyos elementos esenciales 
serán expuestos en el texto a medida que sean necesarios. 

En Dinámica intervienen frecuentemente las derivadas respecto al tiempo 
tanto de vectores como de escalares. Para abreviar la notación se emplearán 
puntos sobre la cantidad para representar derivación respecto al tiempo. Así, 
х significa dx/dt у X significa dx/dt?. 


1.3 LEYES DE NEWTON 


En el apartado 1.4 del tomo 1, Estática, se enunciaron las tres leyes del movi- 
miento de Newton y aquí se repiten dada su especial importancia para la Di- 
námica. Expresadas en términos modernos son las siguientes: 


Primera ley. Un punto material permanece en reposo o continúa en movi- 
miento rectilíneo y uniforme si sobre él no se ejercen fuerzas desequilibradas. 


Segunda ley. La aceleración de un punto material es proporcional a la fuerza 
resultante que se ejerce sobre él y tiene la dirección y sentido de dicha fuerza. 


Tercera ley. Las fuerzas de acción y reacción entre cuerpos en contacto son 
de igual intensidad y colineales y tienen sentidos opuestos. 


La validez de estas leyes ha sido verificada mediante numerosas medicio- 
nes físicas de gran precisión. Las dos primeras son válidas para mediciones 
efectuadas en un sistema de referencia absoluto, pero deben corregirse leve- 
mente cuando lo son con respecto a un sistema de referencia que tenga acele- 
ración, tal como la superficie terrestre. 

La segunda ley de Newton constituye la base de la mayoría de los análisis 
en Mecánica. Aplicada a un punto material de masa m, sometido a una fuerza 
resultante F, puede enunciarse en la forma 


F = ma (1.1) 


donde a es la aceleración que se origina medida en un sistema de referencia no 
acelerado. La primera ley de Newton es consecuencia de la segunda, ya que no 
habrá aceleración si la fuerza es nula y en tal caso la partícula debe estar en re- 
poso o moviéndose a velocidad constante. La tercera ley constituye el principio 
de acción y reacción que ya debemos conocer perfectamente de nuestros estu- 
dios de Estática. 


1.4 UNIDADES 


En este tomo 2, Dinámica, se emplea el Sistema Métrico Internacional, pese a 
que el antiguo Sistema Terrestre o Sistema Técnico, aún sigue empleándose 
con frecuencia en la vida cotidiana. 

En la tabla siguiente se resumen las cuatro magnitudes fundamentales de 
la Mecánica y sus unidades en los dos sistemas: 
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д Unidades SI SISTEMA TERRESTRE O TÉCNICO 
Magnitud 
Magnitud dimensional Unidad Símbolo Unidad Símbolo 
р = UIM 

Masa M Unidades kilogramo kg 
Longitud L básicas | Metro m ШІ metro m 
Tiempo T segundo 5 bási segundo seg 
Fuerza F newton N аа kilopondio kgf, kp 


En el SI, las magnitudes fundamentales о basicas son la masa, la longitud у 
el tiempo, y la fuerza es una magnitud derivada de éstas a través de la segunda 
ley de Newton (ec. 1.1). En el Sistema Técnico, las magnitudes fundamentales 
son la fuerza, la longitud y el tiempo, y la masa es una magnitud derivada de 
éstas a través de la segunda ley de Newton. (Recuérdese que la unidad técnica 
de masa carece de nombre y suele representarse con las letras UTM). El Siste- 
ma Internacional de unidades recibe el adjetivo de absoluto porque en el mismo 
se toma la masa como unidad absoluta o fundamental. Del Sistema Técnico o 
Terrestre se dice que es gravitatorio porque en él la fuerza (medida como atrac- 
ción gravitatoria) constituye una magnitud fundamental. Esta distinción re- 
presenta una diferencia esencial entre ambos sistemas. 

La unidad internacional (o unidad SI) de fuerza recibe el nombre de newton 
y es, por definición, la fuerza capaz de imprimir a una masa de un kilogramo 
una aceleración de un metro por segundo al cuadrado. En el Sistema Técnico, 
una unidad de masa adquirirá una aceleración de un metro por segundo al 
cuadrado cuando sobre ella actúe una fuerza de un kilopondio. Entonces, se- 
gún la ecuación 1.1, tenemos para estos sistemas 


Unidades SI Unidades Técnicas 


(1N) = (1 kg)(1 m/s”) (1 kp) = (1 UTM)(1 m/s”) 
N = kg-m/s? 1 UTM = kp-m/seg?/m 
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En el Sistema Internacional cada símbolo representa únicamente una sola 
magnitud. Debe ponerse cuidado en emplear la palabra kilogramo únicamente 
como unidad de masa y nunca como unidad de fuerza. Suele ser habitual en el 
lenguaje común expresar pesos en kilogramos, pero debe quedar claro que en 
tal caso lo que se está expresando son medidas de pesos (fuerzas) en kilogra- 
mos fuerza O kilopondios, y que por tanto está implícito el hecho de que se es- 
tán expresando en el Sistema Técnico. Hay que tener cuidado, pues, en utilizar 
el símbolo kg exclusivamente para representar masas en el Sistema Internacio- 
nal y el símbolo kp (o el kgf) exclusivamente para representar fuerzas en el Sis- 
tema Técnico. Hacia el final del apartado 1.5 próximo se recordará la relación 
entre ambos sistemas, tal como se expuso en el apartado 1.6 del tomo 1, Estáti- 
ca. En este texto se emplea exclusivamente el Sistema Internacional, salvo en 
algún problema de este capítulo con fines aclaratorios. 

En Mecánica se emplean otras magnitudes cuyas unidades SI se irán defi- 
niendo a medida que aparezcan en los capítulos que siguen. Para el uso cohe- 
rente de estas unidades hay establecidas unas pautas, las cuales se han seguido 
a lo largo de todo el libro. 


1.5 GRAVITACIÓN 


La ley de la gravitación, formulada por Newton, que rige la atracción mutua 
entre cuerpos es 


т.» 


F=G (1.2) 


r2 


donde 
F = fuerza de atracción mutua entre dos partículas 
G = constante universal llamada constante de gravitación 
ті, т» = masas de las partículas 
r = distancia entre los centros de las partículas 


Según datos experimentales, el valor de la constante de gravitación es 
G = 6,673(10-1) m3/(kg . s?) . En la superficie terrestre, la única fuerza gravi- 
tatoria de intensidad apreciable es la debida a la atracción ejercida por la Tie- 
rra. Por ejemplo, en el tomo 1, Estática, se vio que dos bolas de hierro de 100 
mm de diámetro se ven atraídas cada una por la Tierra con una fuerza gravi- 
tatoria de 37,1 N, fuerza ésta que llamamos peso, pero entre ellas se ejercen una 
fuerza de atracción mutua de 0,000 000 095 1 N. 

Dado que la atracción gravitatoria que sufre un cuerpo o peso del cuerpo es 
una fuerza, los pesos deberán expresarse siempre en unidades de fuerza, es de- 
cir, en newtons (N) en el Sistema Internacional o bien en kilopondios (kp) o ki- 
logramos fuerza (kgf) en el Sistema Técnico. Por desgracia y como ya se ha 
señalado, la unidad de masa (kg) se ha empleado habitualmente como medida 
de peso. Si se expresa en kilogramos, la palabra "peso" significa técnicamente 
"masa". Para evitar confusiones, en este libro se reserva la palabra "peso" para 
expresar la atracción gravitatoria y se expresará siempre en newtons o kilopon- 
dios. 

La fuerza de atracción gravitatoria que ejerce la Tierra sobre un cuerpo de- 
pende de la posición de éste respecto de aquélla. Si la Tierra fuese una esfera 
perfecta del mismo volumen, un cuerpo de masa exactamente 1 kg se vería 


9,840 
Relativa a una Tierra sin rotación 
9,830 ы 
9,820 
9,810 
% З 
Е 9,800 
СК Relativa a la Tierra en rotación 
(Fórmula Internacional 
9,790 de la Gravedad) 
9,780 
9,770 
0 30 60 9 
(Ecuador) Latitud, grados (Polos) 
Figura 1.1 


atraído hacia el centro de la Tierra con una fuerza de 9,825 N si estuviera situa- 
do en la superficie terrestre, con una fuerza de 9,822 N a una altitud de 1 km, 
con una fuerza de 9,523 N a una altitud de 100 km, con una fuerza de 7,340 N 
a una altitud de 1000 km y con una fuerza de 2,456 N a una altitud igual al ra- 
dio medio de 6371 km de la Tierra. Se comprende de inmediato que la varia- 
ción de la atracción gravitatoria es un dato a tener muy en cuenta en lo que 
respecta a cohetes de gran altura y naves espaciales. 

Todo cuerpo que se deje caer en el vacío desde una posición dada cerca de 
la superficie terrestre tendrá siempre la misma aceleración g, tal como se dedu- 
ce combinando las ecuaciones 1.1 y 1.2 y eliminando el factor común que re- 
presenta la masa del cuerpo que cae. Dicha combinación da 


donde т, es la masa de la Tierra у R es el radio de la Tierra!. Experimentalmen- 
te se ha determinado que la masa т, y el radio medio К de la Tierra valen, res- 
pectivamente, 5,976(10%) kg y 6,371(106) т. Si se aplican estos valores, junto al 
de С ya citado, la expresión de g da un valor medio g = 9,825 m/s?, 

La aceleración de la gravedad determinada según la ley de gravitación es la 
aceleración que se mediría en una sistema de ejes de referencia cuyo centro es- 
tuviera en el centro de la Tierra pero que no girase con ésta. Respecto a estos 
ejes "fijos", ese valor podría llamarse valor absoluto de g. A causa del hecho de 
que la Tierra rota, la aceleración de un cuerpo en caída libre, medida desde una 
posición solidaria a la superficie terrestre es levemente inferior al valor abso- 
luto. Los valores exactos de la aceleración de la gravedad medidos con relación 
a la superficie terrestre están afectados por el hecho de que la Tierra es un es- 
feroide oblongo achatado por los polos. Tales valores pueden calcularse con un 


1 бе puede demostrar que si se toma la Tierra como una esfera con distribución simétrica de su 
masa respecto al centro, se puede considerar toda ella como un punto material con toda su masa 
concentrada en el centro. 
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alto grado de precisión соп la Fórmula Internacional de la Gravedad de 1980, 
que es 


g = 9,780 327(1 + 0,005 279 sen? y + 0,000 023 sen! y +...) 


donde y es la latitud y g se expresa en metros por segundo al cuadrado. La fór- 
mula está basada en un modelo elipsoidal para la Tierra y además tiene en 
cuenta el efecto de la rotación de ésta. La aceleración absoluta de la gravedad 
determinada para una Tierra sin rotación puede calcularse, con buena aproxi- 
mación, a partir de los valores relativos sumando 3,382(102)cos? y m/s?, con lo 
que se elimina el efecto de la rotación terrestre. En la figura 1.1 se presenta la 
variación con la latitud de los valores absoluto y relativo de g al nivel del mar.! 

El valor normalizado internacionalmente aceptado para la aceleración de la 
gravedad con relación a una Tierra en rotación, a nivel del mar y a una latitud 
de 45°, es de 9,806 65 m/s”. Este valor difiere levemente del que se obtiene con 
la Fórmula Internacional de la Gravedad particularizada para y= 45”. Tal dife- 
rencia hay que achacarla a que la Tierra no sea exactamente un elipsoide, tal 
como se supone al establecer dicha Fórmula. 

La proximidad de grandes masas sólidas y las variaciones de densidad de 
la corteza terrestre influyen también en el valor local de 9 en cuantía pequeña, 
pero detectable. En casi todos los problemas técnicos en que se efectúan medi- 
ciones sobre la superficie de la Tierra se desprecian la diferencia entre los va- 
lores absoluto y relativo de la aceleración de la gravedad y el efecto de las 
variaciones locales, y se toma como valor de g al nivel del mar 9,81 m/ 52. 

La variación de g con Іа altitud se determina fácilmente mediante la ley de 
la gravitación. Si gy representa Іа aceleración absoluta de la gravedad al nivel 
del mar, el valor absoluto a una altura / es 


R2 
б = SR + hy 


donde К es el radio de la Tierra. 

La atracción gravitatoria que la Tierra ejerce sobre un cuerpo puede calcu- 
larse partiendo de los resultados del sencillo experimento gravitatorio. Si la 
fuerza de atracción gravitatoria o peso verdadero de un cuerpo es W, como ese 
cuerpo caerá con una aceleración absoluta g en el vacío, la ecuación 1.1 da 


W = mg (1.3) 


El peso aparente de un cuerpo determinado соп un dinamómetro graduado 
para indicar la fuerza correcta y unido a la superficie terrestre, será ligeramen- 
te inferior a su peso verdadero. La diferencia se debe a la rotación de la Tierra. 
La razón del peso aparente a la aceleración de la gravedad aparente o relativa, 
sigue dando el valor correcto de la masa. El peso aparente y la aceleración re- 
lativa de la gravedad son, desde luego, las magnitudes que se miden en los ex- 
perimentos realizados en la superficie de la Tierra. 

Si, tal como se estableció antes, se toma рага g un valor de 9,81 m/s? al nivel 
del mar, según la ecuación 1.3 el peso de la masa patrón (véase tomo 1, Estática, 
apdo. 1.5) en unidades SI será (1 kg)-(9,81m/s?) = 981 М. 


1 El estudiante podrá deducir estas relaciones para una Tierra esférica al estudiar el movimiento 
relativo en el capítulo 3. 


En el Sistema Técnico el peso de Іа masa patrón es por definición Іа unidad 
de fuerza o kilopondio o kilogramo-fuerza. Resulta entonces que 


1 kp = 9,81 N 


puesto que ambos valores expresan el peso de la misma masa. Según la ecua- 
ción 1.3, en el Sistema Técnico la masa patrón valdrá (1/9,81) UTM. Tal como ya 
se ha dicho, la unidad de masa en el Sistema Técnico carece de nombre especí- 
fico y suele expresarse mediante las iniciales UTM. No se emplea en esta obra, 
salvo en algunos problemas de este capítulo a efectos aclaratorios. 


1.6 DIMENSIONES 


Una dimensión dada, tal como longitud, puede expresarse mediante diferen- 
tes unidades como metros, milímetros o kilómetros. Así pues, distinguiremos 
entre la palabra dimensión y la palabra unidad. Las relaciones físicas deben ser 
siempre homogéneas dimensionalmente, es decir, las dimensiones de todos los 
términos de una ecuación han de ser las mismas. Se acostumbra emplear los 
símbolos L, F, T y M para representar longitud, fuerza, tiempo y masa, respec- 
tivamente. En unidades SI la fuerza es una magnitud derivada y en virtud de 
la ecuación 1.1 posee las dimensiones de masa por aceleración o sea 


F = ML/T? 


Una aplicación muy importante del análisis dimensional es la comprobación 
de la corrección dimensional de las relaciones físicas deducidas. Entre la veloci- 
dad v de un cuerpo de masa m que, a partir del reposo, se desplaza una distan- 
cia horizontal x bajo la acción de una fuerza F se deduce que existe la relación 


Fx = ¿mv? 


donde ; es un coeficiente adimensional resultante de una integración. Esta 
есцасібп es dimensionalmente correcta puesto que al sustituir por L М у Т re- 
sulta 


[MLT-2][L] = [M][LT- 1]? 


Para que una fórmula o ecuación sea correcta, la homogeneidad dimensional 
es una condición necesaria pero no suficiente, ya que los coeficientes adimen- 
sionales no pueden comprobarse de este modo. 


1.7 PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE LOS PROBLEMAS DE 
DINAMICA 


El estudio de la Dinámica se dirige hacia la descripción de las diversas canti- 
dades que intervienen en el movimiento de los cuerpos. Esta descripción, que 
es principalmente matemática, permite formular predicciones acerca del com- 
portamiento dinámico. El estudiante debe reconocer la necesidad de un proce- 
so de pensamiento dual. Debe pensar con arreglo a la situación física y también 
de acuerdo con la descripción matemática correspondiente. El estudio de todo 
problema requerirá la transición repetida del pensamiento del punto de vista 
físico al punto de vista matemático. No hay duda de que las mayores dificul- 
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tades que encuentran los estudiantes en Месапіса es la falta de capacidad para 
realizar esta transición libremente, vinculando estos dos procesos mentales. El 
estudiante deberá realizar un gran esfuerzo para enlazar cada concepto físico 
con su correspondiente expresión matemática. Deberá reconocer que la formu- 
lación matemática de un problema físico representa un modelo o descripción 
límite ideal, que se aproxima pero que nunca alcanza por completo la situación 
física real. 

Al construir el modelo matemático idealizado para un problema técnico da- 
do, siempre se harán ciertas aproximaciones. Algunas de éstas serán de índole 
matemática y otras de índole física. Por ejemplo, suele ser preciso despreciar 
distancias, ángulos o fuerzas que sean pequeñas, frente a otras distancias, án- 
gulos o fuerzas mucho mayores. Si la variación de velocidad de un cuerpo con 
el tiempo es casi uniforme, será admisible suponer constante la aceleración. Un 
intervalo de movimiento que no pueda describirse fácilmente en toda su exten- 
sión suele dividirse en pequeños intervalos, cada uno de los cuales pueda ser 
aproximado. El efecto retardador del rozamiento en los cojinetes, sobre el mo- 
vimiento adquirido por una máquina a consecuencia de fuerzas o momentos 
aplicados, se puede a menudo despreciar si las fuerzas de rozamiento son pe- 
queñas. Sin embargo, esas mismas fuerzas no podrán despreciarse si el fin de 
la investigación es determinar la disminución del rendimiento de la máquina 
a causa del proceso de rozamiento. Así pues, hasta qué extremo pueden for- 
mularse hipótesis, dependerá de la información que se desee y de la precisión 
exigida. El estudiante deberá estar constantemente atento a las diversas hipó- 
tesis que se hagan para la formulación de los problemas reales. La habilidad 
para comprender y utilizar las hipótesis apropiadas en la formulación y solu- 
ción de problemas técnicos es, ciertamente, una de las características más im- 
portantes de un buen ingeniero. Junto con el desarrollo de los principios e 
instrumentos analíticos necesarios en la Dinámica moderna, uno de los princi- 
pales fines de este libro es proporcionar un máximo de oportunidades para de- 
sarrollar esta habilidad de formulación de modelos matemáticos. Se hará 
mucho hincapié en una amplia variedad de problemas prácticos, que no sólo 
exigen el ejercicio completo de la teoría, sino que también obligan a considerar 
las decisiones que hay que tomar relativas a hipótesis importantes. 

Es esencial un método de ataque eficaz de los problemas de Mecánica, como 
de todos los problemas técnicos. El desarrollo del hábito de formular problemas 
y de representar sus soluciones es de un valor extraordinario. Cada resolución 
debe progresar a través de una sucesión lógica de pasos que llevan desde la hi- 
pótesis a la conclusión y su representación deberá incluir un enunciado claro de 
las partes siguientes, cada una de ellas identificada con toda claridad: 


1. Datos 4. Cálculos 
2. Resultados pedidos 5. Respuestas y conclusiones 
3. Diagramas necesarios 


Es conveniente, además, incorporar una serie de comprobaciones de los cál- 
culos en puntos intermedios de la resolución. Deberá observarse si el orden de 
magnitud de los valores numéricos es razonable y deberá comprobarse con 
frecuencia la precisión y la homogeneidad de los términos. Es también impor- 
tante que la distribución del trabajo sea limpia y ordenada. Las resoluciones 
descuidadas que no puedan ser leídas fácilmente por los demás, son de poco 
valor o carecen de él. Se verá que la disciplina inherente a una buena forma 
constituye en sí misma una valiosísima ayuda al desarrollo de las capacidades 


de formulación у análisis. Muchos problemas que puedan parecer, al princi- 
pio, dificiles y complicados, resultan claros y sencillos una vez que se han 
afrontado con un método de ataque lógico y disciplinado. 

La Dinámica se basa en un número sorprendentemente reducido de con- 
ceptos fundamentales e implica, principalmente, la aplicación de estas relacio- 
nes fundamentales a una diversidad de situaciones. Uno de los aspectos más 
valiosos del estudio de la Dinámica es la experiencia adquirida al razonar par- 
tiendo de los principios fundamentales. Esta experiencia no puede obtenerse 
simplemente memorizando las ecuaciones de Cinemática y de Dinámica que 
describen diversos movimientos. Debe obtenerse enfrentándose a una amplia 
variedad de problemas que obliguen a la elección, empleo y extensión de los 
principios fundamentales para satisfacer las condiciones dadas. 

Al describir las relaciones entre las fuerzas y los movimientos que originan, 
es esencial que se defina claramente el sistema al cual se aplica el principio. A 
veces, el sistema que hay que aislar es un punto material o partícula, o un cuer- 
po rígido, mientras que otras veces son dos o más cuerpos tomados juntos los 
que constituyen el sistema. La definición del sistema que se quiere analizar 
queda clara construyendo su diagrama de sólido libre. Este diagrama consiste en 
un dibujo de forma cerrada que representa los límites exteriores del sistema 
definido. Se suprimen todos los cuerpos que están en contacto con el sistema y 
ejercen fuerzas sobre él pero no forman parte del mismo, y se sustituyen por 
vectores que representen las fuerzas que ejercen sobre el sistema aislado. De 
esta manera se establece una distinción clara entre la acción y la reacción de 
cada fuerza y se tienen en cuenta todas las fuerzas que se ejercen sobre el siste- 
ma desde el exterior. Se supone que el estudiante está familiarizado con la téc- 
nica del trazado de diagramas de sólido libre, en la que ya se habrá ejercitado 
anteriormente al estudiar la Estática. 

Al aplicar las leyes de la Dinámica, se pueden emplear directamente los va- 
lores numéricos de las cantidades al buscar la solución o bien pueden utilizarse 
símbolos algebraicos para representar las cantidades que intervienen y dejar la 
respuesta en forma de fórmula. En el primer procedimiento, en cada etapa del 
cálculo queda en evidencia el orden de magnitud de todas las cantidades ex- 
presadas en sus unidades particulares. Esto suele ser una ventaja cuando se va- 
lore el significado práctico del orden de magnitud de los términos. Sin 
embargo, la solución simbólica presenta varias ventajas respecto a la numérica. 
En primer lugar, la abreviatura lograda con la utilización de símbolos ayuda a 
concentrar la atención sobre la interconexión entre la situación física y la des- 
cripción matemática con ella relacionada. En segundo lugar, una solución sim- 
bólica permite la comprobación dimensional que puede realizarse a cada paso, 
mientras que cuando se utilizan valores numéricos no puede comprobarse la 
homogeneidad dimensional. En tercer lugar, una solución dimensional se pue- 
de emplear repetidamente para obtener respuestas al mismo problema cuando 
puedan existir otros conjuntos de valores y unidades. La facilidad con ambos 
métodos de solución es esencial y convendrá adquirir una buena práctica en la 
resolución de problemas. 

El estudiante descubrirá que hay tres maneras de hallar las soluciones a las 
distintas ecuaciones de la Dinámica. Primera, puede ser una solución matemá- 
tica directa por cálculo manual en la que las respuestas aparezcan bien con 
símbolos algebraicos, bien con resultados numéricos. La mayoría de los pro- 
blemas están comprendidos en esta categoría. Segunda, hay problemas que se 
resuelven fácilmente por métodos gráficos, como ocurre en la determinación 
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INTRODUCCION A LA DINAMICA sional de cuerpos rígidos. Tercera, en este tomo 2, Dinámica, se presenta un 
cierto número de problemas orientados al ordenador. Situados a continuación de 
los problemas de repaso, se han elegido para ilustrar en qué tipos de proble- 
mas la solución mediante ordenador ofrece una ventaja de todo punto eviden- 
te. La elección de la forma más expeditiva de resolución constituye un aspecto 
importante de la experiencia que se debe adquirir en la resolución de proble- 
mas. Subrayemos, empero, que la experiencia más importante que se debe ad- 
quirir en el estudio de la Dinámica reside en el planteamiento de los 
problemas, a diferencia de lo que es su resolución en sí. 


PROBLEMAS 


(Las constantes del Sistema Solar pueden encontrarse en la ta- 
bla D.2 del apéndice D.) 


1.1 Hallar el peso en newtons de una persona cuya masa es 
80 kg. Expresar esta masa en UTM y calcular el correspondien- 
te peso en kilopondios. 

Resp. W = 784,8 N, m = 8,15 UTM, W = 80 kp 


1.2 Halle su propia masa en UTM. Convierta su peso en 
newtons y calcule la correspondiente masa en kilogramos. 


1.3 ¿A qué altura h por encima del Polo Norte se reduce el 
peso de un objeto al 10% de su valor en la superficie terrestre? 
Supóngase que la Tierra es una esfera de radio R y exprésese h 
en función de R. 

Resp. h =2,16R 


1.4 Una lanzadera espacial describe una órbita circular a 
250 km de altura. Calcular el valor absoluto de g a esa altura y 
hallar el correspondiente peso verdadero (fuerza gravitatoria) 
de un pasajero del vehículo cuyo peso es 880 N medido en la 
superficie terrestre a una latitud de 45°. ¿Son correctos, en sen- 
tido absoluto, los términos "cero-g" e "ingravidez" que a veces 
se emplean para describir la situación en las naves espaciales 
en órbita? 


1.5 Calcular la fuerza F, que ejerce el Sol sobre un hombre 

de 90 kg que se encuentre en la superficie de la Luna y compa- 

гапа con la fuerza F; que sobre el mismo hombre ejerce la Luna. 
Resp. F¿=0,534 N, Е, = 146 N 


1.6 Сопѕійёгепѕе dos esferas de diámetro 100 mm cada 
una, exactamente en contacto. ¿A qué distancia r del centro de 
la Tierra serán iguales las fuerzas de atracción entre las esferas 
y la que ejerce la Tierra sobre cada una? 


1.7 Calcular la aceleración relativa de la gravedad para la 
Tierra en rotación y su valor absoluto para una Tierra sin rota- 
ción al nivel del mar y a una latitud norte o sur de 45°. Compa- 
rar los resultados con los valores de la figura 1.1. 

Resp. оты = 9,806 m/s”, Gaps = 9,823 m/s? 


1.8 Hallar el cociente Кд entre la fuerza que ejerce el Sol so- 
bre la Luna y la que ejerce la Tierra sobre la Luna en la posición 
A de ésta. Repetir el cálculo para la posición B. 


m Dx 
/ \ Luz solar 
2 \ 
/ \ 
| 1 
AQ (В 
\ І 
\ / 
N / 
N ра 
E 


Figura problema 1.8 


1.9 Calcular a qué distancia d del centro de la Tierra una 
partícula experimentará la misma atracción de la Tierra que de 
la Luna. Nos limitamos a las posiciones de la partícula sobre la 
recta que une los centros de la Tierra y la Luna. Justificar físi- 
camente la existencia de dos soluciones. 

Resp. d = 346 000 km o 432 348 km 


ES ! Lun 
А? TA Tierra а 


L d d 


Figura problema 1.9 


1.10 Comprobar la homogeneidad dimensional de la ecua- 
ción siguiente 


mv = [Pe cos 0) dt 
1 


donde т es masa, 0 es velocidad, Р es fuerza, Өез un ángulo y 
t es tiempo. 


La descripción de la trayectoria de un punto material en términos geométricos y en función del tiempo 
es una parte fundamental de la Dinámica. Esta fotografía en cadena de los rebotes de una pelota registra 
la trayectoria de la misma y concuerda muy estrechamente con la trayectoria que somos capaces de pre- 
decir mediante un cálculo basado en la gravedad y en la teoría de choques. 
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La Cinemática es la parte de la Dinámica que describe el movimiento de los 
cuerpos sin referencia a las fuerzas que lo causan ni a las que se generan a con- 
secuencia del mismo. Es frecuente referirse a ella como a la “geometría del mo- 
vimiento”. El diseño de levas, engranajes, sistemas articulados y otros órganos 
de máquinas que controlan o producen movimientos previamente determina- 
dos y el cálculo de las trayectorias de vuelo de aviones, cohetes y naves espa- 
ciales son algunos ejemplos de los problemas de cinemática que ocupan la 
atención de los ingenieros. El conocimiento práctico profundo de la Cinemáti- 
ca es un requisito previo imprescindible para estudiar Cinética, en la que se 
estudian las relaciones entre el movimiento y las correspondientes fuerzas que 
lo causan o lo acompañan. 

En este capítulo se comienza el estudio de la Cinemática considerando pri- 
mero el movimiento de las partículas o puntos materiales. Una partícula o pun- 
to material es todo cuerpo cuyas dimensiones, comparadas con el radio de 
curvatura de su trayectoria, son tan pequeñas que su movimiento puede tra- 
tarse como si fuera el movimiento de un punto. Por ejemplo, la envergadura 
de un reactor comercial que vuele de Los Angeles a New York no es significa- 
tiva comparada con la curvatura de su trayectoria de vuelo y el considerar al 
avión cual si fuera una partícula no debe plantear inconvenientes. 

El movimiento de un punto material puede describirse de varias formas y 
la elección del método más adecuado o más cómodo depende en gran medida 
de la experiencia y del modo en que se presentan los datos. Resumamos breve- 
mente los distintos métodos que se desarrollan en este capítulo refiriéndonos 
a la figura 2.1 en la que se representa un punto material P moviéndose en el 
espacio a lo largo de una trayectoria cualquiera. Cuando el punto está obligado 
a moverse a lo largo de una trayectoria prefijada, como si fuera una cuenta que 
se deslizara por un alambre fijo, se dice que el movimiento es vinculado. Cuan- 
do no existen guías materiales, se dice que el movimiento es no vinculado. Una 
pequeña piedra sujeta al extremo de una cuerda a la que se hace mover circu- 
larmente se encuentra en movimiento vinculado hasta que se rompe la cuerda, 
instante en que el movimiento se convierte en no vinculado. 

La posición de un punto Р en un instante t cualquiera puede especificarse 
mediante sus coordenadas rectangulares! x, у у z, sus coordenadas cilíndricas 
т, 0y z o sus coordenadas esféricas К, 0 y ф. El movimiento de Р puede asimis- 
mo describirse mediante mediciones а lo largo de la tangente t y de la normal 
n a la trayectoria. Estos valores se conocen como variables locales. La recta so- 
porte de п se encuentra en el plano osculador de la curva’. 

El movimiento de partículas (y de cuerpos rígidos) puede describirse em- 
pleando coordenadas medidas respecto a ejes de referencia fijos (análisis del 
movimiento absoluto) o empleando coordenadas medidas respecto a ejes de re- 
ferencia móviles (análisis del movimiento relativo). En los apartados siguientes 
se desarrollan y aplican ambos tipos de descripción. 

Teniendo presente esta imagen cualitativa del movimiento de un punto ma- 
terial, en la primera parte de este capítulo limitaremos nuestra atención al caso 


Llamadas coordenadas cartesianas en honor de René Descartes (1596-1650), matemático francés 
que fue uno de los fundadores de la geometría analítica. 

El plano que contiene a P y a los dos puntos A y B, uno a cada lado de P, se convierte en plano 
osculador cuando las distancias entre dos puntos se aproximan a cero. Osculador deriva del latín, 
osculari, que significa “besar”. 


de movimiento plano, en el que todos los movimientos ocurren о pueden repre- 
sentarse como si ocurrieran en un solo plano. Los movimientos de una gran 
proporción de máquinas y estructuras pueden representarse como movimien- 
tos planos. Más adelante, en el capítulo 7, se presentará una introducción al mo- 
vimiento tridimensional. Empezaremos el estudio del movimiento plano por el 
movimiento rectilíneo, movimiento que tiene lugar a lo largo de una línea recta, a 
lo que seguirá la descripción del movimiento a lo largo de una curva plana. 


2.2 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


Consideremos un punto material P que se mueve a lo largo de una recta (fig. 
2.2). La posición de Р en un instante cualquiera t puede especificarse por su 
distancia s a cierto punto de referencia O fijo en la recta. En el instante t + Af el 
punto se habrá desplazado a Р’ y su coordenada habrá pasado a ser s + As. La 
variación de la coordenada de posición durante el intervalo Af recibe el nombre 
de desplazamiento As del punto. Si éste se moviera en el sentido negativo de s, el 
desplazamiento sería negativo. 

La velocidad media del punto durante el intervalo de tiempo At es el despla- 
zamiento dividido por el intervalo de tiempo, o sea vmeaq = As/At. A medida que 
At se va haciendo menor y tiende a cero en el límite, la velocidad media tiende 


; | 2 . A 
a ser la velocidad instantánea del punto, Іа cual es v = lim x ‚о sea 
At>0 


ds 
@ = T 5 (2.1) 
Resulta asi que la velocidad es Іа уагіасібп рог unidad de tiempo de Іа coorde- 
nada de posición 5, у será positiva o negativa según que el desplazamiento co- 
rrespondiente sea positivo o negativo. 

La aceleración media del punto material durante el intervalo de tiempo Af es 
la variación de su velocidad dividida por el intervalo de tiempo, о sea Amed = 
Av/At. A medida que Af se va haciendo menor y tiende a cero en el límite, la 
aceleración media tiende a ser la aceleración instantánea del punto, la cual es 


Aa о bien = 
dt dt? 


= 5 (2.2) 
La aceleración será positiva о negativa según que Іа velocidad aumente о dis- 
minuya. Obsérvese que la aceleración sería positiva en el caso de que la partí- 
cula tuviese una velocidad negativa, pero fuese cada instante menos negativa. 
Cuando el punto disminuye de velocidad siendo ésta todavía positiva, se dice 
que el punto se está desacelerando; en tal caso, la aceleración sería negativa y su 
sentido sería opuesto al de la velocidad. 

En realidad y tal como veremos a partir del próximo apartado 2.3, la veloci- 
dad y la aceleración son magnitudes vectoriales. En lo que respecta al movi- 
miento rectilíneo tratado en este apartado, en el que la dirección del movimiento 
es la de la trayectoria recta dada, el sentido del vector sobre ésta última se espe- 
cifica mediante un signo más o menos. Cuando tratemos del movimiento curvi- 
líneo tendremos en cuenta los cambios de dirección de los vectores velocidad y 
aceleración, así como sus cambios de intensidad. 
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Figura 2.2 
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ti а -а ty 


Figura 2.3 


Figura 2.4 


Eliminando el tiempo dt entre Іа ecuación 2.1 y la primera de las 2.2! resulta 
una ecuación diferencial que relaciona el desplazamiento, la velocidad y la ace- 
leración: 


vdv=a ds o bien sds = 8 ds (2.3) 


Las ecuaciones 2.1, 2.2 y 2.3 son las ecuaciones diferenciales del movimiento 
rectilíneo de un punto. Los problemas de movimiento rectilíneo en los que in- 
tervengan variaciones finitas de los desplazamientos y velocidades se resuelven 
integrando estas ecuaciones diferenciales fundamentales. El desplazamiento s, 
la velocidad v y la aceleración a son cantidades algebraicas, por lo que sus sig- 
nos, positivos o negativos, deberán observarse cuidadosamente. Adviértase 
que los sentidos positivos de v y a son los mismos que el de s. 

Representando gráficamente las relaciones entre s, v, a y t se consigue acla- 
rar considerablemente la interpretación de las ecuaciones diferenciales que ri- 
gen el movimiento rectilíneo. En la figura 2.34 se representa un esquema de la 
variación de s entre los instantes t у t, para un cierto movimiento rectilíneo co- 
nocido. Dibujando la tangente a la curva en un instante cualquiera t se obtiene 
la pendiente, que es la velocidad v = ds / dt, y así resulta que la velocidad puede 
determinarse en todos los puntos de la curva y representarse gráficamente en 
función de los tiempos correspondientes, tal como se muestra en la figura 2.3b. 
Análogamente, la pendiente dv/dt de la curva v-t en cualquier instante nos 
dará la aceleración en dicho instante y, por tanto, podremos representar gráfi- 
camente la curva a-t como en la figura 2.3c. 

En la figura 2.3b se ve en seguida que el área limitada bajo la curva v-t du- 
rante el tiempo dt es v dt que, según la ecuación 2.1 es el desplazamiento ds. En 
consecuencia, el desplazamiento total de la partícula durante el intervalo t, а 
t, es el área correspondiente bajo la curva, que es 


2 t Я 2 : 

i ds = f: v dt o bien 5-51 = (área bajo la curva v-t) 
1 1 

Análogamente, en la figura 2.3c se ve que el área limitada bajo la curva a-t du- 
rante el tiempo dt es a dt que, según la primera de las ecuaciones 2.2, es dv. Así 

pues, la variación total de la velocidad entre і; y t, sera el área correspondiente 
limitada bajo la curva, que es 


t 
г dv = г a dt o bien 05-0 = (área bajo la curva a-t) 
1 1 


Se observan otras dos relaciones gráficas. Cuando se representa la acelera- 
ción a en función del desplazamiento s (fig. 2.41), el área limitada bajo la curva 
durante un desplazamiento ds es a ds que, según la ecuación 2.3, es 
v dv = d(v?/2). Así pues, el área total limitada bajo la curva entre los despla- 
zamientos 51 у 5» será 


0. 5 x РА . 
ойо = |? а й о bien 102-012) = (área bajo la curva a-s) 
51 2 


Cuando se representa gráficamente la velocidad о еп función del desplaza- 
miento s (fig. 2.4b), la pendiente de la curva en un punto A cualquiera es 


1 Las cantidades diferenciales se pueden multiplicar y dividir de la misma forma que las cantida- 
des algebraicas. 


dv/ds. Construyendo la normal AB a la curva en este punto, por semejanza de 
triángulos se ve que CB/v = 40/48. Así pues, en virtud de la ecuación 2.3, 
CB = v(dv/ds) = a, que es la aceleración. Es necesario que los ejes de veloci- 
dad y de desplazamiento tengan la misma escala numérica para que la acelera- 
сібп leida en metros, por ejemplo, en la escala de desplazamientos represente 
la aceleración verdadera en metros por segundo cuadrado. 

Las representaciones gráficas descritas son útiles no sólo para visualizar las 
relaciones existentes entre las distintas cantidades cinemáticas sino también 
para estimar los resultados por derivación o integración gráfica cuando la falta 
de conocimiento de la relación matemática no permita su expresión en forma 
de función matemática explícita. Los datos experimentales y los movimientos 
en los que intervienen relaciones discontinuas entre las variables suelen estu- 
diarse gráficamente. 

Si se conoce el desplazamiento s para todos los valores del tiempo t, las de- 
rivaciones sucesivas (matemáticas o gráficas) respecto a t darán la velocidad v 
y la aceleración a. Sin embargo, en muchos problemas no se conoce la relación 
funcional entre desplazamiento y tiempo y hay que determinarla por integra- 
ciones sucesivas a partir de la aceleración, que viene determinada por las fuer- 
zas y momentos que se ejercen sobre los cuerpos móviles y se calcula a partir 
de las ecuaciones de la Cinética que se estudiarán en capítulos posteriores. Se- 
gún sea la naturaleza de las fuerzas y momentos, la aceleración podrá especi- 
ficarse como función del tiempo, la velocidad o el desplazamiento, o como 
función combinada de estas cantidades. Indicamos a continuación el método 
de integración de la ecuación diferencial en cada caso. 


(a) Aceleración constante. Cuando a es constante, podrá integrarse directa- 
mente la primera de las ecuaciones 2.2 y la ecuación 2.3. Por razón de sencillez, 
para el principio del intervalo haremos 5 = 5), © = Up y t = 0 y para un lapso de 
tiempo t, las ecuaciones integradas se convierten en 


t 
г 40 = af dt o bien v =V +at 
Vo 0 


о 5 А 
| vds = af ds o bien 02 = U9? + 2a(s — 50, 
Vo So 

Si en la ecuación 2.1 se sustituye v por la expresión integrada y se integra res- 
pecto a t, se obtiene 


; t 
| ds = оғада о bien 5 = So + Vot + 5Р2 
So 


Estas relaciones se limitan estrictamente al caso particular en que la aceleración 
es constante. Los límites de integración dependen de las condiciones inicial y 
final y, para un problema dado, puede ser más conveniente comenzar la inte- 
gración en un cierto instante t, concreto y по en el instante t = 0. 

Advertencia: Uno de los errores más corrientes entre los principiantes es 
tratar de utilizar las ecuaciones anteriores en problemas de aceleración varia- 
ble, a los que no pueden aplicarse ya que se han obtenido integrando en el su- 
puesto de aceleración constante. 


(b) La aceleración dada como función del tiempo, a = Қ). Sustituyendo Іа 
aceleración a por la función en la primera de las ecuaciones 2.2 se tiene f(t) = 
dv/dt, y la multiplicación de ambos miembros por dt permite separar las varia- 
bles e integrar. Así pues, 
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|, dv = ip ft) dt obien 920) I, яда 


De esta expresión integrada de с en función de t se obtendrá el desplazamiento 
s integrando la ecuación 2.1 que, formalmente, sería 


|. ds = fi v at o bien s=so+ ў ой 


Si se emplea la integral indefinida, se utilizarán las condiciones en los límites 
para establecer el valor de las constantes de integración con resultados que se- 
rán iguales a los obtenidos utilizando la integral definida. 

Si se quiere, el desplazamiento s se puede obtener por resolución directa de 
la ecuación diferencial de segundo orden 5 = f(t) obtenida sustituyendo a рог 
f(t) en la segunda de las ecuaciones 2.2. 


(с) La aceleración dada como función de la velocidad, a = f(v). Sustituyendo 
a por la función en la primera de las ecuaciones 2.2 tenemos f(v) = dv/dt, lo cual 
permite separar las variables e integrar 


t v dv 
t= |, а= a 


Este resultado nos da v еп función de t. A continuación sería necesario despejar 
s en función de t para poder integrar la ecuación 2.1 y obtener la coordenada 
de posición s como función de t. 

Otra posibilidad es aplicar la función a = f(v) еп la primera de las ecuaciones 
2.3, lo que nos da 0 dv = Ко) ds. Entonces, se separan las variables y se integra 
la ecuación en la forma 


о 040 5 v ойо 
= ds o sea S = 50 
50 


IX + — 
% Хо) % Жо) 
Obsérvese que esta ecuación da 5 en función de v sin referencia explícita а 1. 


(d) La aceleración dada como función del desplazamiento, a = f(s). Sustitu- 
yendo a por la función en la ecuación 2.3 e integrando se tiene 


|. v dv = ! f(s) ds o sea 02 = 002 + 2], f(s) ds 


Seguidamente, despejamos © para obtener la función de 5, 0 = g(s). Podemos 
entonces sustituir v por ds/dt, separar las variables e integrar en la forma 


[25 = |; dt о sea к= |, = 

vo g(s) 0 so g(s) 

que da t como función de s. Finalmente, podemos volver a disponer la expre- 
sión resultante para que nos dé s como función de t. 

En cada uno de los casos anteriores, cuando la aceleración varía de acuerdo 
con cierta relación funcional, la posibilidad de resolver las ecuaciones por in- 
tegración directa matemática dependerá de la forma de la función. En los casos 
en los que la integración sea demasiado engorrosa o difícil, podrán utilizarse 
métodos de integración gráficos, numéricos o por ordenador. 


ЕІ desplazamiento de una particula obligada a moverse а lo largo de una recta esta dado 
рог s = 28 — 24t + 6, donde з se mide en metros desde un origen conveniente, у t еп se- 
gundos. Hallar (a) el tiempo que tarda Іа particula en adquirir una velocidad de 72 m/s 
desde el reposo en el instante t = 0, (Б) su aceleración cuando о = 30 m/s у (с) su despla- 
zamiento en el intervalodet=1s at=4s. 


Solución. Та velocidad y la aceleración se obtienen derivando 5 respecto al 
tiempo una y dos veces, respectivamente. Entonces 


[v = s] v = 6t? -24 m/s 

[a = 0] a = 12t m/s? 
(a) Haciendo v = 72 m/s, la expresión anterior de © da 72 = 62 — 24, de donde 
t = +4 s. La raíz negativa da cuenta de un valor posible de t antes de que se ini- 


cie el movimiento, por lo que carece de sentido fisico. Asi pues, el resultado de- 
seado es 


t = As Resp. 


(b) Haciendo v = 30 m/s en la expresión de v anterior se obtiene 30 = 62 - 24 y 
de aquí resulta una raíz positiva t = З s, a la que corresponde una aceleración 


a = 12(3) = 36 m/s? Resp. 


(c) El desplazamiento neto durante el intervalo especificado es 


As = 84-51 о sea 
As = [2(43) - 24(4) + 6] [2(13) – 24(1) + 6] 
= 54m Resp. 


que representa la distancia recorrida por la partícula a lo largo del eje x desde la 
posición que ocupaba cuando t = 1 s hasta su posición cuando t = 4 s. 

Para ver mejor este movimiento, en las figuras se representan gráficamente 
s, v y a en función del tiempo t. Como el área limitada por la curva v-t representa 
un desplazamiento, vemos que la distancia realmente recorrida desde t = 1 s a 
t = 4 s es igual al área positiva As, ¿menos el área negativa А5) ;. 


(Т) Нау que tener cuidado para elegir el signo correcto cuando se saca una raíz 
cuadrada. Cuando la situación requiere una única solución, la raíz positiva no es 
necesariamente la adecuada. 


(2) Adviértase que el desplazamiento se representa mediante la letra cursiva s, 
mientras que la letra s de tipo normal se emplea para representar segundos. 


Obsérvese en las representaciones gráficas que los valores de v son las pen- 
dientes (5) de la curva s-t y que los valores de a son las pendientes (7) de la curva 
v-t. Sugerencia: Integrar у dt en ambos intervalos y comprobar el resultado para 
As. Demostrar que la distancia recorrida durante el intervalo de t=1sat=4s 
es 74 m. 


PROBLEMA TIPO 2.1 
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Vy, m/s 


PROBLEMA TIPO 2.2 


Una particula se mueve а 10 largo del eje x con una velocidad inicial о, = 50 m/s en el 

origen en el instante inicial t = 0. Durante los cuatro primeros segundos carece de ace- 

leración y, a partir de ese momento, sufre la acción de una fuerza retardadora que le со- 

munica una aceleración constante a, = -10 m/s?. Calcular la velocidad y la coordenada 

x de la partícula en los instantes t = 8 s y t = 12 s y hallar la coordenada x máxima que 
O alcanza. 


Solución. Та velocidad a partir de t = 45 se calcula de 


© П do= |а dt Б to, = – 10|; dt v,=90-10tm/s 


y se representa tal como se muestra. En los instantes especificados, las velocida- 
des son 


t= 8s, 2, = 90-10(8) = 10 m/s 


Resp. 
t= 125, v, = 90-10(12) = - 30 m/s 


La coordenada x de la particula en cualquier instante posterior а 45 es la distan- 
cia recorrida durante los cuatro primeros segundos таз la distancia recorrida 
después de la discontinuidad en la aceleración. O sea, 


- 512 +90t-80 m 


| ds = | © de x = 50(4) + [/,(90 - 100) dt 
Para los dos instantes especificados 


t= 8s, x = — 5(82) + 90(8) - 80 = 320m 
12s, х= – 5(122) + 90(12) –80 = 280m 


Кезр. 


o> 
ll 


Cuando t = 12 s la coordenada x es menor que cuando t = 8 s, puesto que el mo- 
vimiento tiene lugar en el sentido negativo del eje x después del instante t = 9 s. 
Por tanto, el valor positivo máximo de la coordenada x corresponderá a t = 9 s; 
о sea, 


x = — 5(92) + 90(9) -80 = 325m Resp. 


max 


O Se ve que estos desplazamientos corresponden a las áreas limitadas por la curva 
v-t hasta el valor de t en cuestión. 


(7) Hay que acostumbrarse a ser flexible con los símbolos. Рага la coordenada de 
posición vale tanto el símbolo x como el s. 


(2) Obsérvese que la integración se hace hasta un instante t cualquiera y luego se 
sustituye por los valores específicos. 


(3) Demostrar que la distancia total recorrida durante los 12 segundos es 370 m. 


La corredera montada entre dos resortes 
se mueve en la guia horizontal con roza- 
miento despreciable y tiene una veloci- 
dad оо en la dirección s al pasar por el 
centro donde s = 0 y t = 0. Los dos re- 
sortes juntos ejercen una fuerza retarda- 
dora del movimiento de la corredera que 
comunica a ésta una aceleración propor- 
cional al desplazamiento, pero de senti- 
do opuesto, у de valor а = -k*s, donde К 
es una constante. (Esta constate se pre- 
senta en forma de cuadrado para que las 
expresiones resultantes sean de manejo 
más cómodo.) Hallar las expresiones del 
desplazamiento s y la velocidad v como 
funciones del tiempo t. 


Solución I. Como la aceleración está especificada en función del desplaza- 
miento, es posible integrar la relación diferencial v dv = a ds. Entonces, 
ад ра 


о sea ==- +C 


f v dv = f — К?з ds + C4 (C4, una constante) 2 = 


Cuando s = 0, v = о, por lo que С; = 097/2 y la velocidad resulta 


© = + ,/09*-k*s? 


Cuando v es positiva (en el sentido positivo de s) se toma la raiz positiva. Esta 
última expresión puede integrarse haciendo la sustitución v por ds/dt. Es decir, 


il ks 
osea = arcsen aa =t+C, 


= f dt + C, (C,, una constante) 7 
0 


] ds 


Con la condición de que t = 0 para s = 0, la constante de integración resulta 
С, = 0 y en la ecuación podemos despejar 5 y entonces 


Zo 
5 = ¿sen kt Resp. 
La velocidad es v = 5 que da 
© = vg cos kt Resp. 


Solución П. Como a = $, la relación dada puede escribirse en la forma 


s+k?s = 0 


que es una ecuación diferencial lineal ordinaria de segundo orden cuya solución 
se conoce y es 


s = А sen Kt + В cos Kt 


PROBLEMA TIPO 2.3 


(1) En este caso, hemos empleado una 


integral indefinida y hemos calcu- 
lado la constante de integración. 
Como ejercicio práctico, puede 
obtenerse el mismo resultado utili- 
zando una integral definida con los 
límites adecuados. 


(2) Podemos volver a probar una inte- 


gral definida como antes. 
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donde А, В у К son constantes. Aplicando esta expresión en la ecuación diferen- 
cial, se ve que la satisface si K = К. La velocidad es v = 5 y queda 


v = Ak cos kt — Bk sen kt 
(3) Este movimiento recibe el nombre 


de movimiento armónico simple y 
es característico de todas las oscila- 
ciones en las que la fuerza restaura- 
dora y, por lo tanto, la aceleración, 


2 : v 
es proporcional al desplazamiento (3) © ж A ean Pe y v = 0, cos kt Resp. 
pero de signo contrario. k 


La condición inicial v = vo cuando t = 0 exige que А = 00/К, у la condición s = 0 
cuando t = 0 da B = 0. Así pues, la solución es 


PROBLEMA TIPO 2.4 


о Un carguero se mueve a 8 nudos cuando sus motores se paran bruscamente. Sabiendo 


Recuérdese que un nudo es una ve- que son necesarios 10 minutos para que el carguero reduzca su velocidad a 4 nudos, de- 

locidad de una milla nautica (1852 terminar y representar gráficamente la distancia 5 en millas náuticas recorridas por el 

m) por hora. Debe trabajarse direc- carguero y su velocidad v en nudos durante dicho intervalo como funciones del tiempo 

tamente en nudos y horas. t. La р del buque es proporcional al cuadrado de su velocidad, de forma que 
a=-kv 


Solución. Como se conocen el tiempo y las velocidades, es posible aplicarlos 
directamente a la expresión de la aceleración en la definición fundamental a = 


H ferido int hast 
(2) Hemos preferido integrar hasta un do die integrar ASÍ pues, 


valor genérico de v y su instante co- 
rrespondiente t de forma que se ob- 


tenga la variación de v con t. = 2 _ dv dv __ % do __ t 
g (2) ku? = © = k dt [ү - k fo dt 
1 1 8 
—--+==-hkt 0 = ——— 
8 v 8 1-80 
6 
2 Aplicando ahora los valores límites v = 4 nudos y t= 1 = 1 hora, se obtiene 
3 4 
5 8 3 8 
© i 
2 {А = === К = "mi! 0 = —— Resp. 
T+ 8176) Gis 1+6t Р 
0 
) 2 £ 6 8 0 La velocidad se representa gráficamente en función del tiempo tal como se 
ДЕШІ muestra. 
> 1,0 La distancia se obtiene sustituyendo 0 por su expresión en la definición 
E 0,8 v = ds/dt е integrando. Así pues, 
5 
б 
5 06 
> 8 ds t 8dt 5 4 
ERY Ca T оте 16 ds s = 3 In(1 + 6t) Resp. 
Е 02 
Е 0 La distancia 5 también se representa gráficamente en función del tiempo, tal 
0 2 4 6 8 10 como se muestra, y asi vemos que el buque ha recorrido una distancia 
t, min s= 5 (1 + 5) = ; In 2 = 0,924 millas (náuticas) durante los diez minutos. 
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PROBLEMAS 


Problemas introductorios 


Los problemas 2.1 a 2.5 se refieren al movimiento de un punto 
material que se mueve a lo largo del eje x representado en la fi- 
gura. 


Figura problema 2.1 a 2.5 


2.1 La velocidad de un punto material está dada por v = 
202 – 100; + 50, donde о son metros por segundo у t son segun- 
dos. Representar gráficamente, en función del tiempo t, la ve- 
locidad v y la aceleración a para los seis primeros segundos de 
movimiento y calcular la velocidad cuando а es nula. 

Resp. v=-75m/s 


2,2 El desplazamiento de una partícula está dado por 
s = 219—301? + 1005 - 50, donde s son metros y t son segun- 
dos. Representar gráficamente, en función del tiempo, el des- 
plazamiento, la velocidad y la aceleración durante los 12 
primeros segundos de movimiento. Determinar el instante de 
velocidad nula. 


2.3 El desplazamiento de una partícula está dado por 
s = (-2+3t)e~ 05 , donde s son metros у t son segundos. Re- 
presentar gráficamente, en función del tiempo, el desplaza- 
miento, la velocidad y la aceleración durante los 20 primeros 
segundos del movimiento. Determinar el instante de acelera- 
ción nula. 


Resp. о = (4-15t)e" 95! 
a = (-3,5+0,75t)e 95! = 4,67 = 


2.4 La velocidad de un punto que se mueve a lo largo del 
eje s está dada por v = 2 + 577, donde t son segundos у v son 
metros por segundo. Calcular el desplazamiento s, la veloci- 
dad v y la aceleración a cuando t = 4 5. El punto se encuentra en 
el origen s = 0 cuando t = 0. 


2.5 La aceleración de un punto está dada por a = 4t — 30, 
donde a son metros por segundo al cuadrado у t son segundos. 
Hallar la velocidad y el desplazamiento como funciones del 
tiempo. El desplazamiento inicial cuando t = 0 es sọ =- 5 m y 
la velocidad inicial es 0) = З m/s. 


Resp. v = 3-30t + 2t? 


s = –5 +31 1502 + 203 


2.6 Calcular en ”ges ” la aceleración constante a que debe 
proporcionar la catapulta de un portaviones para generar una 
velocidad de lanzamiento de 290 km/h en una distancia de 
100 m. Se supone que el navío está fondeado. 


2,7 En las etapas finales de alunizaje, el módulo lunar des- 
ciende bajo el impulso de su propio motor a una altura h = 5 т 
de la superficie lunar, donde tiene una velocidad de descenso 
de 2 m/s. Si el motor de descenso es apagado bruscamente en 
este punto, calcular la velocidad del impacto del tren de aterri- 
zaje contra la Luna. La gravedad lunar es z de la gravedad en 
la Tierra. 
Resp. v = 4,51 m/s 


са ЖҰ (У | 


а ] 
iy 


NW, 
Я 


ляй 


Figura problema 2.7 


2.8 A partir de una velocidad inicial de 80 km/h, un auto- 
movil recorre 30 m antes de detenerse por completo. Con la 
misma aceleración constante, ¿cuál sería la distancia de parada 
s desde una velocidad inicial de 110 km/h? 


2.9 Se dispara un proyectil hacia arriba con una velocidad 

inicial de 200 m/s. Calcular la altura máxima h alcanzada por 

el proyectil y el tiempo t que tarda en retornar al suelo desde el 

momento del disparo. Despreciar la resistencia del aire y tomar 

una aceleración de la gravedad constante e igual a 9,81 m/ 82. 
Resp. h = 2040 т, t = 408 s 


210 En la figura se muestra la gráfica desplazamiento-tiem- 
po del movimiento rectilíneo de una partícula durante un in- 


10 


t,s 


Figura problema 2.10 


25 


tervalo de 8 segundos. Hallar la velocidad media v,,.4 en ese 
intervalo y, dentro de unos límites de precisión aceptables, la 
velocidad instantánea о рага t = 4 s. 


211 Durante un intervalo de 8 s la velocidad de un punto 
material que se mueve en linea recta varia con el tiempo tal 
como se representa. Dentro de unos límites de precisión acep- 
tables, hallar en qué cantidad Aa excede la aceleración media 
en el intervalo а la aceleración en el instante t = 4 s. ¿Cuál es el 
desplazamiento As durante el intervalo? 

Resp. Aa = 0,50 m/s?, As = 64 m 


t,s 


Figura problema 2.11 


2.12 Se han obtenido datos experimentales del movimiento 
de un punto material a lo largo de una recta midiendo la velo- 
cidad v para varios desplazamientos s. Se ha dibujado una cur- 
va que pasa por los puntos como se muestra en la figura. 
Determinar Іа aceleración del punto cuando s = 20 т. 


v,m/s 
Ны 


0 
10 15 20 25 30 
s,m 


Figura problema 2.12 


Problemas representativos 


2.13 Е piloto de un reactor de carga pone sus motores a ple- 
na potencia en despegue antes de soltar los frenos y mientras 
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el avión se encuentra inmóvil en la pista. El empuje de los mo- 

tores permanece constante y el avión adquiere una aceleración 

casi constante de 0,42. Si la velocidad de despegue es 200 km/h, 

calcular la distancia s y el tiempo t entre el reposo y el despegue. 
Resp. 5 = 393 m, t = 14,16 s 


214 Determinar con qué velocidad vertical 00 hay que lan- 
zar una bola desde A para que el tiempo de vuelo hasta el fon- 
do del precipicio sea (a) 4 в у (b) 2 s. 


Figura problema 2.14 


215 La niña de la figura hace rodar la pelota rampa arriba y 
la recoge cuando retorna a ella. Para el ángulo 0 de inclinación 
de la rampa y esa pelota, la aceleración negativa de ésta a lo lar- 
go del plano inclinado vale siempre 0,255. Si la velocidad ini- 
cial de la pelota es 4 m/s, hallar la distancia s que recorre 
rampa arriba hasta que empieza a retroceder y el tiempo que 
tarda en regresar a manos de la niña. 
Resp. 5 = 3,26 m, t = 3,26 s 


Figura problema 2.15 


2.16 Рага comprobar los efectos de la “ingravidez” durante 
cortos períodos de tiempo se ha proyectado una instalación de 
pruebas en la que se acelera una cápsula verticalmente desde A 
a B por medio de un émbolo impulsado por gas, lo que le per- 
mite ascender de B a C y descender a B en condiciones de caída 
libre. La cámara de pruebas consiste en un pozo profundo en el 
que se ha hecho el vacío para eliminar cualquier resistencia 


apreciable del aire. Si el émbolo suministra una aceleración 
constante de 40¢ desde A hasta В y si el tiempo total de la prue- 
ba en las condiciones de “ingravidez” de В а С es 10 s, calcular 
la altura h requerida para la cámara. Al volver a B la cápsula de 
prueba se recoge en una cesta con trozos de poliestireno que se 
introduce en la línea de caída. 


Cápsula de pruebas 


Cilindro y 
émbolo 
acelerador 


Instalación de prueba de “е igual a cerc 


Figura problema 2.16 


2.17 La velocidad de una partícula a lo largo del eje s esta 
dada por v = 553/2, donde s está en milímetros y 9 está en milí- 
metros por segundos. Hallar la aceleración cuando s vale 2 mi- 
límetros. 

Resp. a = 150 mm/s? 


2.18 Un corredor alcanza su celeridad máxima de 10,6 m/s 
a los t segundos de partir del reposo y bajo una aceleración 
prácticamente constante. Si mantiene luego esa velocidad y cu- 
bre una distancia de 100 m en 10,5 s, hallar el intervalo de ace- 
leración t y su aceleración de salida media a. 


2.19 El ascensor principal A de la Torre CN de Toronto se 
eleva hasta unos 350 m y durante la mayor parte del recorrido 
mantiene una velocidad constante de 22 km/h. Suponiendo 
que tanto la aceleración como la desaceleración tengan un va- 
lor constante de 0,259, hallar la duración t del recorrido del as- 
censor. 

Resp. t = 59,8 s 


2.20 Un cuerpo se mueve en línea recta con una velocidad 
cuyo cuadrado disminuye linealmente con el desplazamiento 
entre dos puntos A y B, los cuales están separados 3400 m tal 
como se indica. Hallar el desplazamiento As del cuerpo duran- 
te los dos últimos segundos antes de llegar a B. 


2.21 Un avión a reacción lleva una velocidad de 200 km/h 
en el momento de aterrizar y dispone de 600 m de pista en los 
que reduce la velocidad a 30 km/h. Calcular la aceleración me- 
dia de frenado a que necesita el avión. 

Resp. a = -2,51 m/s? 


Figura problema 2.19 


0 100 400 


Figura problema 2.20 


2.22 Sobre un punto material, que se mueve inicialmente 
con una velocidad de 100 m/s, actúa una fuerza retardadora. 
En la figura se muestra el registro oscilográfico de la desacela- 
ración. Estimar la velocidad del punto para t = 4s y para t = 8 s. 


Desaceleración 


4g 


1 
| 
І 
| 
І 
| 
І 
| 
| 
| 
| 
| 


0 2 4 6 8 
Tiempo t, s 


Figura problema 2.22 


2.23 Recorriendo la distancia de 3 km entre A y D, un au- 
tomóvil viaja a 100 km/h entre A y B durante t segundos, y a 
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60 km/h entre С у D también durante t segundos. Si entre В y 
C se aplican los frenos durante 4 segundos para comunicar al 
vehículo una desaceleración uniforme, calcular t y la distancia 
s entre A y В. 

Resp. t = 65,5 s, s = 1,819 km 


100 km/h 


шш 429 | 


кшш 


Figura problema 2.23 


2.24 Та posición, en milímetros, de un punto material está 
dada por 5 = 27 - 12t + Р, donde t son segundos. Representar 
gráficamente las relaciones s-t y v-t durante los primeros 9 se- 
gundos. Hallar el desplazamiento neto As durante ese interva- 
lo y la distancia total recorrida Р. Examinando la relación 5-і, 
¿qué conclusión puede sacarse acerca de la aceleración? 


2.25 Un motorista de patrulla parte del reposo en A dos se- 
gundos después de que un automóvil, que corre a 120 km/h, 
pase por A. Si el patrullero acelera a razón de 6 m/ s? hasta al- 
canzar la velocidad de 150 km/h, máxima que le es permitida 
y que mantiene, calcular la distancia s entre el punto A y el 
punto en que rebasa al automóvil. 

Resp. 5 = 912 m 


120 km/h 


A 
] 
| 
| 


Figura problema 2.25 


2.26 La tabla que sigue da la aceleración a, del pistón de un 
motor alternativo de combustión interna en función de su des- 
plazamiento medido desde el punto muerto superior. Median- 
te una representación gráfica de esta información, hallar la 
velocidad máxima ©, del pistón. 


Figura problema 2.26 
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Хх, т а,, m/s? x, m а,, m/s? 
0 3300 0,10 - 300 

0,01 2890 0,12 - 844 

0,02 2490 0,14 - 1306 
0,04 1723 0,16 - 1676 
0,06 994 0,18 - 1943 
0,08 317 0,20 - 2100 


2.27 Un punto se mueve a lo largo del semieje x positivo con 
una aceleración a, en m/s? que aumenta linealmente con x ex- 
presada en milímetros, tal como se muestra en el gráfico co- 
rrespondiente a un intervalo del movimiento. Si en x = 40 mm 
la velocidad del punto es 0,4 m/s, hallar la velocidad en x = 
120 mm. 

Resp. v = 0,8 m/s 


dy, m/s? 
4 | 
| 
| 
| 
2 = | 
| | 
| | 
| | 
а 40 120 


x,mm 


Figura problema 2.27 


2.28 El resorte de 350 mm se comprime hasta una longitud 
de 200 mm, en que se suelta desde el reposo y acelera el bloque 
deslizante A. La aceleración inicial de éste es de 130 m/s? y 
desde este valor disminuye linealmente con el desplazamiento 
x del bloque hasta hacerse cero cuando el resorte recupera su 
longitud original de 350 mm. Calcular el tiempo que tarda el 
bloque en recorrer (a) 75 mm y (b) 150 mm. 


200 mm 


--с-- 


MAA 
| - 350 mm — 


ШІКТІ 


Figura problema 2.28 


A 


2.29 La aceleración de un punto que se mueve en el sentido 
positivo de x varía como se muestra en función de la posición. 


Si su velocidad es 0,8 m/s cuando x = 0, hallar la velocidad v 
cuando x = 1,4m. 
Resp. v = 1,166 m/s 


а), m/s? 


Figura problema 2.29 


2.30 Con un acelerómetro se mide la desaceleración del cen- 
tro de masa G de un automóvil en una prueba de colisión y se 
obtienen los resultados que se muestran, siendo x = 0,8 m la 
distancia que recorre G tras el impacto. A partir de esta infor- 
mación, obtener un valor lo más aproximado posible de la ve- 
locidad de colisión v. 


Desaceleración 
нь 
9% 


0 0,2 04 0,6 0,8 
x,m 


Figura problema 2.30 


2.31 Un tren que viaja а 130 km/h aplica los frenos al llegar 
al punto A y reduce la velocidad con una desaceleración cons- 
tante. Se observa entonces que la velocidad se ha reducido a 96 
km/h cuando pasa por un punto situado a 0,8 km por delante 
de A. Un automóvil que va a 80 km/h pasa por el punto B en 
el mismo instante en que el tren llega al punto A. En un impru- 
dente esfuerzo por ganar al tren en el cruce, el conductor “pisa 
el acelerador a fondo”. Calcular la aceleración a que debe ad- 
quirir el automóvil para que gane al tren en el cruce con un 
margen de cuatro segundos y determinar la velocidad v que 
llevará cuando llegue al cruce. 
Resp. а = 0,280 m/s’, v = 144,6 km/s 


Tren з, | 
ӘЖЕ ҰЗ | 


130 km/h 


Automóvil 


Figura problema 2.31 


2.32 Sila velocidad v de un punto que se mueve en línea rec- 
ta disminuye linealmente con su desplazamiento s desde 2 = 
m/s hasta un valor que tiende a cero en s = 30 m/s, hallar su 
aceleración a cuando s = 15 m y demostrar que el punto no lle- 
ga nunca as = 30 т. 
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v, m/s 


У 
0 5% 
0 30 


s,m 


Figura problema 2.32 


2.33 Navegando еп calma, un buque reduce su velocidad al 
aproximarse a la bocana de un puerto. Esta reducción tiene lu- 
gar desde los 10 nudos, cuando el buque pasa por la primera 
baliza, hasta los 4 nudos, 6 minutos más tarde cuando el buque 
pasa por la segunda baliza. Calcular aproximadamente la dis- 
tancia As entre las balizas en millas náuticas utilizando la grá- 
fica directamente. (Se recordará que un nudo es una velocidad 
de una milla náutica por hora.) 

Resp. As = 0,60 millas. 


10 


t, min 


Figura problema 2.33 


2.34 Una partícula que se mueve en el sentido positivo del eje 
x con una velocidad inicial de 12 m/s sufre una fuerza retarda- 
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dora que le comunica una aceleración negativa que varia lineal- 
mente con el tiempo durante los 4 primeros segundos, tal como 
se muestra. Durante los 5 segundos siguientes la fuerza se man- 
tiene constante y también la aceleración. Representar gráfica- 
mente la velocidad de la partícula durante los 9 segundos y 
especificar su valor рага t = 4 s. Determinar también la distancia 
Ax que recorre la partícula desde su posición рага t = 0 hasta el 
punto en que se invierte el sentido de su movimiento. 


Figura problema 2.34 


2.35 Un punto parte del reposo en x = -2 т y se mueve a lo 
largo del eje x con una velocidad cuya variación se representa. 
Representar gráficamente el desplazamiento y la aceleración 
correspondientes durante los dos segundos. Determinar el ins- 
tante f en que pasa por el origen. 

Resp. t=0,917 s 


v, m/s 


Figura problema 2.35 


2.36 Un automóvil se pone en marcha con una aceleración 
de 6 m/s?, la cual disminuye linealmente con el tiempo hasta 
anularse a los 10 segundos, instante a partir del cual el vehículo 
continúa a velocidad constante. Hallar el tiempo t necesario 
para que el automóvil recorra 400 m desde que arrancó. 


2.37 A un cuerpo que se mueve en linea recta se le aplica una 
fuerza retardadora de modo que, durante un intervalo de su 
movimiento, su velocidad v decrece a medida que aumenta su 
coordenada de posición s de acuerdo con 0? = k/s, siendo К una 
constante. Si, en el instante t = 0, el cuerpo posee una velocidad 
hacia adelante de 50 mm/s y su coordenada de posición es 225 
mm, hallar su velocidad v рага t = 3 s. 
Resp. 0 = 39,7 mm/s 


2.38 La resistencia aerodinámica al movimiento de un auto- 
móvil es casi proporcional al cuadrado de su velocidad. La re- 
sistencia adicional por rozamiento es constante, por lo que su 
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aceleración cuando se mueve por inercia puede escribirse 
a = - Сі-С,07, donde С, у С; son constantes dependientes 
de la configuración mecánica del vehículo. Si éste posee una 
velocidad inicial vo cuando se desembraga el motor, deducir la 
expresión de la distancia D que recorre desde ese momento 
hasta que se detiene. 


—> 0 


Figura problema 2.38 


2.39 Calcular la velocidad de impacto de un cuerpo que se 

deje caer desde una altura h = 800 km. (a) Suponer que la ace- 

leración de la gravedad es constante de valor g) = 9,81 m/ 52 у 

(b) tener en cuenta la variación de g con la altura (véase apdo. 

1.5). Se despreciarán los efectos de la resistencia atmosférica. 
Resp. (а) v = 3962 m/s, (b) v = 3730 m/s 


po 
= 


Figura problema 2.39 


2.40 La bola de acero A, de diámetro D, se desliza libremente 
a lo largo de la varilla horizontal que termina en la pieza polar 
del electroimán. La fuerza de atracción depende de la inversa 
del cuadrado de la distancia y la aceleración resultante de la 
bola es a = K/(L-x)? , donde K es una medida de la intensi- 
dad del campo magnético. Determinar la velocidad v con que 
la bola golpea la pieza polar si se suelta partiendo del reposo 
en x=0. 


Figura problema 2.40 


2.41 ВЕІ cuerpo que cae con una velocidad су choca у se man- 
tiene en contacto con la plataforma soportada por un juego de 
resortes. Tras el choque, la aceleración del cuerpo es a = g — cy, 
donde c es una constante positiva e y se mide desde la posición 
original de la plataforma. Si se observa que la compresión 
máxima de los resortes es y„, hallar la constante с. 


24 +28Y m 


Resp. с = 
Уй 


= E 
с> 


\ 
ШІ 


Figura problema 2.41 


242 El cono que cae con una velocidad 00 choca y penetra en 
el bloque de material de embalaje. Tras el choque, la acelera- 
ción del cono es а = g -cy?, donde с es una constante positiva e 
y es la distancia de penetración. La profundidad de penetra- 
ción máxima se observa que es у,„, hallar la constante с. 


Figura problema 2.42 


243 Como área de aterrizaje para grandes aviones а reac- 
ción se ha propuesto un determinado lago. La velocidad de 160 
km/h que lleva el avión en el momento de tocar tierra debe re- 
ducirse a 30 km/h en una distancia de 400 m. Si la desacelera- 
ción es proporcional al cuadrado de la velocidad de la 
aeronave en el agua (a = — Kv”), determinar el valor del pará- 
metro de diseño K, que sería una medida de las dimensiones y 
forma de las paletas del tren de aterrizaje que surcarían el 
agua. Determinar también el tiempo t que dura el intervalo es- 
pecificado. 
Resp. K = 4,18(1073) т”, t = 23,3 s 


2.44 El mando de aceleración electrónico de un tren maque- 
ta esta programado para que la velocidad varíe en función de 
la posición del modo que se representa. Hallar el tiempo que 
tarda el tren en dar una vuelta completa. 


т 

ы 

8 

S 0,250 -- 
- І | | І 

5 0,25 ! ' т ! 

5 | | | | | | 

>. o с р Y ЭШЕ Ж 

0 2 245 2+л 4+7 4+% 4+2л 


Distancia s, m 


Figura problema 2.44 


2.45 Con una velocidad vp se dispara horizontalmente un 
proyectil de prueba al interior de un líquido viscoso. La fuerza 
retardadora es proporcional al cuadrado de la velocidad, por 
lo que la aceleración es de la forma a = – Ко”. Deducir Іа expre- 
sión de la distancia D recorrida en el seno del líquido y el tiem- 
po t que transcurre hasta que la velocidad se reduce a 0(/2. 
Despreciar todo movimiento vertical. 
Resp. D = 0,693/k, t = 1/(kvp) 


Figura problema 2.45 


246 Calcular aproximadamente la relación entre v у t para 
el buque en reducción de velocidad del problema 2.33 utilizan- 
do la expresión exponencial v = 006 “Kt donde vo y k son cons- 
tantes determinadas por las condiciones iniciales y finales. 
Calcular seguidamente la distancia s entre las balizas. 


2.47 El modelo matemático de la aceleración del “dragster” 
es A = сі-с;0067 kt donde el término v? considera la resisten- 
cia aerodinámica y с; y с» son constantes positivas. Si se sabe 
que c, vale 1,64(107*) m~1 (por ensayos en túnel de viento), ha- 
llar су si la velocidad final es 305 km/h. Una carrera de “drágs- 
ter” es un recorrido recto de 400 m a partir de la salida. 

Resp. сі =0 9,57 m/s? 
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Salida Llegada 
ЕШ ш 
lee 400 m >| 


Figura problema 2.47 


2.48 Empleando el valor de с; calculado en el problema 2.47 
hallar el tiempo t que necesita el “dragster” de ese problema 
para recorrer los 400 m. 


2.49 El movimiento horizontal del conjunto de émbolo y 
vástago está reprimido por la resistencia del disco solidario que 
se desplaza dentro del baño de aceite. Si la velocidad del émbo- 
lo es vg en la posición A para la que x = 0 y si la desaceleración 
es proporcional а v de forma que a = — kv, deducir las expresio- 
nes de la velocidad v y de la coordenada de posición x en fun- 
ción del tiempo t. Expresar también v en función del tiempo. 


v 
Resp. v = те x = ТП Се” 


v = Ug—kx 


Figura problema 2.49 


2.50 Un objeto pequeño se deja caer desde el reposo dentro 
de un depósito de aceite. La aceleración descendente del objeto 
es g – kv, donde g es la aceleración constante debida а la grave- 
dad, k es una constante dependiente de la viscosidad del aceite 
y de la forma del objeto y v es la velocidad descendente del ob- 
jeto. Deducir las expresiones de la velocidad y del recorrido 
vertical y como funciones del tiempo t tras la salida. 


2.51 En una prueba en aire en calma, se deja caer una bola de 
acero de pequeño tamaño desde una altura considerable. Su 
aceleración inicial е disminuye en kv”, donde К es una constan- 
te y ves la velocidad de descenso. Hallar la velocidad máxima 
que alcanza la bola y expresar el recorrido vertical y en función 
del tiempo t transcurrido desde el inicio de la caída. 


Resp. v = l 


de E, y =z In cosh К! 


2.52 Un amortiguador, compuesto de un juego de tres resor- 
tes, se utiliza para detener una masa considerable que lleva 
una velocidad horizontal de 40 m/s en el instante en que entra 


32 


en contacto con el amortiguador. Los dos resortes exteriores 
originan una desaceleración proporcional a la deformación del 
resorte. El resorte central aumenta la desaceleración cuando la 
compresión excede de 0,5 m según se indica en la gráfica. De- 
terminar la máxima compresión x de los resortes exteriores. 


Desaceleración 
m/s? 


3000-21 
2000 
1000 

0 


Figura problema 2.52 


2.53 Cuando ве incluye el efecto de la resistencia aerodiná- 
mica, la aceleración y de una pelota de béisbol que se mueve 
verticalmente hacia arriba es п, = – g - Ко?, mientras que cuan- 
do se mueve hacia abajo la aceleración es 4; = – g + kv”, donde 
К es una constante positiva y v es la velocidad en m/s. Si la pe- 
lota se lanza hacia arriba a 30 m/s desde prácticamente el nivel 
del suelo, calcular la altura h que alcanza y su velocidad Uf 
cuando choca con el suelo. Tómese k = 0,0066 m`! у supóngase 
que g es constante. 
Resp. h = 35,9 m, v¢= 23,7 m/s 


_ ЭФ. Ж, 


Figura problema 2.53 


2.54 Para la pelota de béisbol del problema 2.53 que se lanza 
hacia arriba con una velocidad inicial de 30 m/s, hallar el tiem- 
po t,, que tarda en ir desde el suelo hasta la altura máxima у el 
que tarda, ty, desde la altura máxima hasta el suelo. 


2.55 El combustible de un cohete modelo se quema con tal 
rapidez que puede suponerse que el cohete adquiere su veloci- 
dad de extinción de combustible de 120 m/s cuando práctica- 
mente aún se encuentra a nivel del suelo. Entonces, sube 


verticalmente рог inercia hasta la altura maxima de Іа trayec- 
toria. Incluyendo la resistencia aerodinámica, la aceleración у 
durante ese movimiento es л, = – g- 0,0005v2, siendo metros y 
segundos las unidades. En la culminación se despliega un pa- 
racaídas desde el morro y el cohete adquiere en seguida una 
velocidad de descenso constante de 4 m/s. Estimar el tiempo 
de vuelo ін 
Resp.  - 147,7 s 


ыё 


[апу 


120 m/s| 
Oe 73 А 


Figura problema 2.55 


2.5565 Una partícula obligada a moverse en línea recta está 
sometida a una fuerza aceleradora que aumenta con el tiempo 
y a una fuerza retardadora que aumenta en proporción directa 
con la coordenada de posición x. La aceleración resultante es 
а = Kt- 0х, donde К y К son constantes positivas у donde tanto 
x como Х son cero cuando t = 0. Hallar x en función de t. 


K 
Resp. x = pkt- sen kt) 


В 2.57 La aceleración vertical de un cohete de combustible 
sólido está dada por a = ke” bt_cy_—g, donde k, b y c son 


constantes, v es la velocidad vertical en cada instante y g es la 
aceleración de la gravedad, esencialmente constante para vue- 
los en la atmósfera. El término exponencial representa el efecto 
de la disminución del empuje conforme se quema el combusti- 
ble, y el término —cv estima el retardo debido a la resistencia de 
la atmósfera. Hallar la expresión de la velocidad vertical del 
cohete t segundos después del disparo. 


- (р -ct_ K iba 
Resp. о = “(е 0+ ¿e ет) 


В 2.58 Enel anteproyecto de un sistema de transporte rápi- 
do se establece que la velocidad del tren debe variar con el 
tiempo tal como se representa en la figura, cuando el tren reco- 
rre los 3,2 km que separan las estaciones A y B. Las pendientes 
de las curvas de transición de tercer grado (que son de la forma 
a + bt + ct? + dt3 ) son nulas en los extremos. Hallar el tiempo 
total de recorrido entre las estaciones y la aceleración máxima. 
Resp. += 103,6 5, Amax = 3,61 m/s? 


Рр 3,2 km ` 


Funciones de 


tercer grado 
130 --4- 


| 

| 

! 
K-15 н At а 15 -| 
B 


1,8 
Figura problema 2.58 


2.3 MOVIMIENTO CURVILÍNEO PLANO 


Iniciamos ahora el estudio del movimiento de un punto material a lo largo de 
una trayectoria curva contenida en un solo plano. Se ve en seguida que este 
movimiento es un caso particular del movimiento таз general presentado en 
el apartado 2.1 e ilustrado en la figura 2.1. Si hacemos que el plano del movi- 
miento coincida, por ejemplo, con el plano х-у, las coordenadas 2 у ф де la fi- 
gura 2.1 serán nulas ambas у К se confundirá con r. Tal como ya se ha dicho, 
una gran proporción de los movimientos de los puntos y de las partículas ma- 
teriales que aparecen en la práctica de la ingeniería pueden representarse como 
movimientos planos. 

Antes de proseguir con la descripción del movimiento curvilíneo plano en 
un sistema específico de coordenadas cualquiera, vamos a describir primera- 
mente el movimiento valiéndonos del análisis vectorial, cuyos resultados son 
independientes del sistema de coordenadas elegido. Lo que sigue de este apar- 
tado constituye uno de los temas de mayor importancia entre todos los de la 
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Trayectoria 


Figura 2.5 


Dinámica, se trata de Іа derivada temporal de un vector. Una porción notablemen- 
te elevada de todos los temas tratados por la Dinámica dependen directamente 
de las variaciones por unidad de tiempo de magnitudes vectoriales, por lo que 
este tema debe dominarse desde el comienzo ya que las ocasiones en que debe 
hacerse uso del mismo se presentan constantemente. 

Consideremos ahora el movimiento de un punto material a lo largo de una 
curva plana como la representada en la figura 2.5. En el instante t el punto se 
encuentra en la posición A, situada mediante el vector de posición r medido res- 
pecto a un origen fijo conveniente O. Si en el instante t se conocen tanto el mó- 
dulo como la dirección y el sentido de r, la posición del punto material estará 
especificada por completo. En el instante t + Af el punto se encontrará en la po- 
sición A”, localizada por el vector de posición r + Ar. Se observará que, por su- 
puesto, esta última expresión es una suma vectorial y no una suma de 
escalares. Durante el intervalo de tiempo At el desplazamiento del punto mate- 
rial es Ar, que es un vector que representa el cambio de posición y que eviden- 
temente es independiente del origen elegido. En efecto, si se hubiera tomado 
un origen situado en otra posición, el vector de posición r sería distinto pero Ar 
sería el mismo. La distancia realmente recorrida por el punto al moverse a lo 
largo de la trayectoria entre A y А” es el escalar longitud As medido sobre la 
trayectoria. Distinguimos pues entre el vector desplazamiento Ar y el escalar 
longitud As. 

La velocidad media del punto material entre A y А” se define Vineg = Ar/At y 
es un vector que tiene la dirección y el sentido de Ar y cuyo módulo es el de Ar 
dividido por Af. La celeridad media del punto material entre A y A'es el cociente 
escalar As/At. Evidentemente el módulo del vector velocidad media y la cele- 
ridad media se aproximan uno a otro a medida que decrece el intervalo At y A 
y А” se acercan más у más. 

La velocidad instantánea v del punto material se define como el valor en el lí- 
mite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero. Enton- 
ces 


Observemos que la dirección de Ar se aproxima a la de la tangente a la trayec- 
toria cuando Af tiende a cero y que, por consiguiente, la velocidad у será siem- 
pre un vector tangente a la trayectoria. Ampliemos ahora a las magnitudes 
vectoriales la definición fundamental de derivada de un escalar y escribamos 


dr 2 
у = ЕП =r (2.4) 


La derivada de un vector sigue siendo un vector y posee tanto módulo como 
dirección y sentido. El módulo de v recibe el nombre de celeridad y es el escalar 


En este punto, debemos hacer una importante distinción entre lo que es el 
módulo de la derivada y la derivada del módulo. El módulo de la derivada puede 
escribirse de cualquiera de las formas siguientes |dr/dt| = |Н = $ = |v| =vy 
representa el módulo de la velocidad o celeridad del punto. Por otra parte, la 
derivada del módulo se escribe d|r|/dt = dr/dt = ? y representa la variación 
por unidad de tiempo de la longitud del vector de posición r. O sea, estas dos 
derivadas poseen significados completamente diferentes y debemos ser suma- 
mente cuidadosos para distinguir una de la otra tanto al pensar en ellas como 
al escribirlas. Por esta y otras razones se insta al lector a que adopte una misma 
notación de escritura manual para todas las magnitudes vectoriales con el fin 
de distinguirlas de las magnitudes escalares. Los símbolos utilizados con ma- 
yor frecuencia son б y о, aunque también se utilizan v y д. 

Una vez establecido el concepto de velocidad como magnitud vectorial, re- 
gresemos a la figura 2.5 y representemos la velocidad del punto material en А 
mediante el vector tangente у y la velocidad en A’ mediante el vector tangente 
v’. Evidentemente, durante el intervalo At el vector velocidad habrá variado. Si 
a la velocidad v en A se suma (vectorialmente) la variación Av de la velocidad, 
debe resultar la velocidad en A”, por lo que podemos escribir v' — у = Av. La 
observación del diagrama vectorial revela que Av depende tanto de la varia- 
ción del módulo (longitud) de v como de la variación de la dirección de v. Estas 
dos variaciones son características básicas de las derivadas de los vectores. 

La aceleración media del punto material entre A y A’ se define como Av/At y 
es un vector cuya dirección y sentido son los de Av. El módulo de la aceleración 
media es el módulo de Av dividido por Af. 

La aceleración instantánea a del punto material se define como el valor en el 
límite de la aceleración media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero. O 
sea, 


Según la definición de derivada, escribiremos 


йу _ 

QS ах (2.5) 
А medida que Af se hace menor y tiende а cero, la dirección de la variación 

Ау se aproxima а la de la variación infinitesimal dv y, por consiguiente, а a. La 
aceleración incluye, pues, el efecto de la variación del módulo de v y de la va- 
riación de la dirección de v. Es manifiesto que, en general, la dirección de la 
aceleración de un punto material en movimiento curvilíneo no es ni tangente 
ni normal a la trayectoria. No obstante, sí que observamos que la componente 
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Trayectoria 


Figura 2.7 
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Figura 2.6 


de la aceleración normal a la trayectoria está dirigida hacia el centro de curva- 
tura de la misma. 

En la figura 2.6 se presenta otro estudio que ayuda a materializar el concep- 
to de aceleración, habiéndose representado a efectos de comprensión los vec- 
tores de posición correspondientes a tres posiciones arbitrarias del punto en su 
trayectoria. A cada vector de posición corresponde un vector velocidad tan- 
gente a la trayectoria y la relación es у = І. Si se trazan ahora dichos vectores 
velocidad a partir de un cierto punto arbitrario C, definirán una curva llamada 
hodógrafa. Las derivadas de dichos vectores velocidad serán los vectores acele- 
ración a = v queson tangentes a la hodógrafa. Se ve que la aceleración guarda 
con la velocidad la misma relación que la velocidad con el vector de posición. 

La representación geométrica de las derivadas del vector de posición r y del 
vector velocidad v de la figura 2.5 se puede utilizar para describir la derivada 
de una cantidad vectorial cualquiera respecto а t о a cualquier otra variable es- 
calar. Con la introducción de la derivada de un vector en las definiciones de 
velocidad y aceleración, importará ahora establecer las reglas según las cuales 
pueda llevarse a cabo la derivación de cantidades escalares, con la única dife- 
rencia del caso del producto vectorial en el cual hay que mantener el orden de 
los factores. Las reglas mencionadas están desarrolladas en el apartado С.7 del 
apéndice C y convendrá repasarlas ahora mismo. 

En el caso del movimiento curvilíneo de un punto en un plano existen tres 
sistemas de coordenadas diferentes que son de uso común para la descripción 
de dicho movimiento. Del estudio de dichos sistemas de coordenadas conven- 
drá aprender a elegir adecuadamente el sistema de referencia para un proble- 
ma dado. Dicha elección suele revelarse por la forma en que se especifican los 
datos. Vamos a desarrollar e ilustrar a continuación cada uno de los tres siste- 
mas de coordenadas. 


2.4 COORDENADAS RECTANGULARES (x-y) 


Este sistema de referencia es particularmente útil en el caso de movimientos en 
los que las componentes x e y de la aceleración están generadas o determinadas 
independientemente. El movimiento curvilíneo se obtiene, pues, por combina- 
ción vectorial de las componentes x e y del vector de posición, de la velocidad 
y de la aceleración. 

En la figura 2.7 vuelve a representarse la trayectoria del punto material de 
la figura 2.5 junto con los ejes x e y, y en la misma se incluyen el vector de po- 
sición r, la velocidad v y la aceleración a del punto material, descritos en el 
apartado 2.3, descompuestos en sus componentes x e y. Utilizando los vectores 


unitarios і у ў, podemos escribir los vectores г, у y a en función de sus compo- 
nentes x e y, O sea, 


- 
ІІ 


xi +yj 


ІІ 
т. 
11 


xi+ yj (2.6) 


a=V=Ff= Xit+Hj 


Al derivar respecto del tiempo, debe tenerse en cuenta que las derivadas tem- 
porales de los vectores unitarios son nulas ya que los módulos, direcciones y 
sentidos de los mismos permanecen constantes. Los valores escalares de las 
componentes de у y а son simplemente 0, = Х, 0, = у у 4, = 0, =X, 
a, = 2, = /.(Tal como aparece en la figura 2.7, el sentido de a, es el x negativo 
por lo que Х será un número negativo.) 

Como ya hemos observado previamente, la dirección de la velocidad es 
tangente siempre a la trayectoria, y de la figura resulta evidente que 


© 
Bs npg? = |02122 = 25У 
v? = UE +0 © = ратоў tg 0 = z> 
x 

agiep ше. Јо 

а = аў +17 а = jaz + аў 


Si se mide el ángulo Өеп sentido antihorario a partir del eje х y hacia у, pode- 
mos ver que, para la configuración de ejes representada, es dy/dx = tg Ө= v,/0,. 

Si conocemos cada una de las coordenadas x e y independientemente como 
funciones del tiempo, x = f(t) e y = f(t), podremos combinarlas para ob- 
tener г como función del tiempo. Análogamente, sus primeras derivadas x е 
y se combinarán para darnos у y sus derivadas segundas x е y para darnos a. 
Ahora bien, si se dan como funciones del tiempo las componentes a, y a, de la 
aceleración, podemos integrar cada una por separado respecto al tiempo, una 
vez para obtener v, у ©, y de nuevo para obtener x = f,(t) e y = f(t). Elimi- 
nando el tiempo t entre estas dos últimas ecuaciones paramétricas resulta la 
ecuación de la trayectoria y = f(x). 

Del estudio anterior debemos sacar la consecuencia de que la representa- 
ción por coordenadas cartesianas rectangulares de un movimiento curvilíneo 
no es más que la superposición de las coordenadas de dos movimientos recti- 
líneos simultáneos según las direcciones x e y. Por tanto, todo lo expuesto en el 
apartado 2.2 acerca del movimiento rectilíneo puede aplicarse por separado a 
cada uno de los movimientos según los ejes x e y. 


Movimiento de los proyectiles. Una importante aplicación de la teoría de la 
cinemática plana es el estudio del movimiento y alcance de los proyectiles (ba- 
lística). En un primer planteamiento del problema, despreciamos la resistencia 
del aire y la curvatura y rotación de la Tierra, y admitimos que la altura máxi- 
ma de la trayectoria es suficientemente pequeña como para que la aceleración 
de la gravedad podamos suponerla constante. Con estas hipótesis, para estu- 
diar la trayectoria lo mejor es emplear coordenadas rectangulares. Para los ejes 
representados en la figura 2.8, las componentes de la aceleración son 
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Figura 2.8 


Se trata, pues, de un caso de aceleración constante como el tratado en general 
en el apartado 2.2a, de cuyos resultados hacemos uso para escribir 


2, = (9,0 ©, = (Vy)o—8t 
x = xy +(0,),t Y = Yo + (0,)pt 582 


0,2 = (©? —2g(y – Yo) 


En estas expresiones, el subindice cero se refiere a las condiciones iniciales, que 
suelen tomarse como las correspondientes al punto de disparo, donde, en el caso 
ilustrado, Xy = yọ = 0. Adviértase que aqui se toma g como cantidad positiva. 

Vemos que los movimientos x e y son independientes para las condiciones 
de movimiento simplificadas que se consideran. Al eliminar el tiempo t entre 
las ecuaciones de los desplazamientos x e y resulta una trayectoria parabólica 
(véase problema tipo 2.6). Si hubiera que introducir la resistencia del aire, que 
depende del cuadrado de la velocidad (celeridad del proyectil), las ecuaciones 
de los movimientos x e y estarían acopladas (o sea, serían interdependientes) y 
la trayectoria no sería parabólica. 

Cuando hay que describir el movimiento de los proyectiles con una gran 
precisión, e intervienen grandes velocidades y grandes alturas, deben tenerse 
en cuenta la forma del proyectil, la variación de g con la altitud, la variación de 
la densidad del aire con la altitud y la rotación de la Tierra. Estos elementos ha- 
cen que las ecuaciones del movimiento sean considerablemente complicadas y 
suele ser necesario recurrir a la integración numérica. 


PROBLEMA TIPO 2.5 


El movimiento curvilíneo de un punto está definido por о, = 50 – 16+ e y = 100 —4¢?, 
donde v, son metros por segundo, y son metros y t son segundos. Se sabe además que 
cuando t = 0 es x = 0. Representar la trayectoria y determinar la velocidad y la acelera- 
ción cuando alcanza la posición y = 0. 


Solución. La coordenada x se obtiene integrando la expresión de v, y la compo- 
nente x de la aceleración derivando о,. O sea, 


І dx =v, a | dx = fiG0-16t) dt х-50-80т 


[a, = 9,1 i, = £60 - 161) a, = - 16 m/s? 


X 


Las componentes y de la velocidad y de la aceleración son 


2; _ A 2 = 
[v =y] Vy = 71100 - 41 ) Gy 5 = 8t m/s 
a 078] a ЕД 8t) a, = — 8 m/s2 
y= ty Тт аш : 


Ahora se calculan los valores correspondientes de x e y para distintos valores 
de t у se representa gráficamente y en función de x, obteniendo la trayectoria ге- 
presentada en la figura. 

Para у = 0, 0 = 100 - 4f, y entonces t = 5 в. Para este valor del tiempo tenemos 


2, = 50- 16(5) = – 30 m/s 
oy = - 8(5) = - 40 m/s 
v = А/(- 3072 + (- 40)? = 50 m/s 


a = N(- 16)2+(— 8)2 = 17,9 m/s2 


Las componentes de la velocidad y de Іа aceleración y sus resultantes se repre- 
sentan por separado para el punto А en que у = 0. O sea, para esa posición se tiene 


v = – 30i-40j m/s Resp. 


a 


- 161—8] m/s? Resp. 


Observemos que, como debe ser, el vector velocidad se encuentra sobre la tan- 
gente a la trayectoria, pero que el vector aceleración no es tangente a la trayec- 
toria. Obsérvese en particular que el vector aceleración posee una componente 
dirigida hacia el interior de la trayectoria. Ya dedujimos con relación a la figura 
2.5 que es imposible que la aceleración tenga una componente dirigida hacia el 
exterior de la trayectoria. 


Trayectoria а 
ус Ттауесїогїа 
1 


/ / 


/ x 
/ / 


-30 m/s,’ 4,--16 m/s? 


(MEN У 
а--17,9 m/s? 


vy =-40 m/s? 


PROBLEMA TIPO 2.6 


Un cohete ha consumido todo su com- 


bustible cuando alcanza la posición А еп 

la que lleva una velocidad u y forma un 

ángulo Ө respecto a la horizontal. Se ini- y 
cia entonces el vuelo balístico (no propul- 
sado) y alcanza una altura máxima 
adicional h en una posición B tras reco- кс 
rrer una distancia horizontal 5 a partir de w 
A. Determinar las expresiones de h y s, el f 

tiempo t de vuelo entre A y B y la ecua- А n 
ción de la trayectoria. Para el intervalo p o ND [ире 
de tiempo еп cuestión, considérese una A 1/0 Y 


Tierra plana con una aceleración de la Есе 
E 
2 077 


х 


gravedad constante g y despréciese toda 
resistencia por parte de la atmósfera. 
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(1) Este problema по es sino Іа descrip- 
сібп del movimiento de un proyectil 
despreciando la resistencia del aire. 


Solución. Como todas las componentes del movimiento se expresan directa- 
mente en función de las coordenadas horizontal y vertical, emplearemos un sis- 
tema rectangular x-y. Al despreciar la resistencia atmosférica a, = 0 ya, = -g y 
el movimiento resultante será una superposición directa de dos movimientos 
rectilíneos de aceleración constante. Así 

[dx = v, dt] 


x = fg ucos 0 dt x = ut cos O 


и, t 
(4, = a, dt) [Г @ йо, = КЕ dt и, = usen 8- gt 


(а, ш vdt] y = foc sen 0- gt) dt y = ut sen 6-59? 


Se alcanza Іа розісібп В cuando Vy = 0, lo cual ocurre рага 0 = и sen 0- gt , o sea 
t = (и sen 0)/ е Resp. 


Aplicando este valor del tiempo en la expresión de у se tiene la altura adicional 


máxima 

(2) Vemos que el alcance total y el 
tiempo de vuelo de un proyectil dis- 
parado desde un plano horizontal 
hubieran sido el doble de los valores 
respectivos de s y t obtenidos aquí. 


© 


(3) De haberse tenido en cuenta la resis- 
tencia del aire, habría tenido que es- 
tablecerse la dependencia de las 
componentes de la aceleración con 
la velocidad antes de proceder a la 
integración de las ecuaciones. Con 
ello, el problema se hace mucho más 
difícil. 


La distancia horizontal se ve que es 


u sen 2) eee к sen ey n и? веп20 7 
4 2 © 2g 
2 
85 ТЕ дел "соз 0 s= соб Кезр. 
5 24 


que ев evidentemente máxima cuando Ө = 45°. La ecuación de la trayectoria se 
obtiene eliminando t entre las expresiones de x e y, lo cual da 


2 
y = x tg 0- e вес20 Resp. 
u 


Esta ecuación representa una parábola vertical como la de la figura. 


PROBLEMAS 


(En aquellos problemas de los que siguen que se refieran a un 
proyectil que se mueva en el aire se despreciará, salvo otra in- 
dicación, la resistencia del aire y se empleará g = 9,81 m/ 52.) 


Problemas introductorios 


2.59 Enel instante t = 3,60 el vector de posición de un punto 
que se mueve en el plano x-y es 2,76i — 3,28j m. En el instante 
t = 3,62 el vector de posición ha cambiado а 2,79i - 3,33) т. Ha- 
llar el módulo v de la velocidad media en ese intervalo y el án- 
gulo 0 que la misma forma con el eje x. 

Resp. v = 2,92 m/s, 0=- 59,09 


2.60 Enel instante t = 6 s la velocidad de un punto que se 
mueve en el plano x-y ев 4i + 5j m/s, y en el instante t = 6,16 
la velocidad ha cambiado a 4,3i + 5,4j m/s. Hallar el módulo a 
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de la aceleración media durante el intervalo de 0,1 s y el ángulo 
Ө que la misma forma con el eje x. 


2.61 Enelinstante t = 3,65 s la velocidad de un punto que se 

mueve en el plano x-y es 6,12i + 3,24) m/s. Su aceleración me- 

dia durante los 0,02 s siguientes es Зі + 6j m/s*. Hallar su velo- 

cidad v en el instante t = 3,67 s y el ángulo Ө entre el vector 

aceleración media y el vector velocidad en el mismo instante. 
Resp. у = 6,201 + 3,36] m/s, 0 = 27,99 


2.62 Las coordenadas, en milímetros, de un punto animado 
de movimiento curvilíneo varían con el tiempo t, en segundos, 
de acuerdo con x = 2? - 4t e у = ЗР -1 Р. Hallar los módulos de 
la velocidad v y la aceleración a y los ángulos que esos vectores 
forman con el eje x en el instante t = 2 s. 


2.63 Оп techador lanza una pequeña herramienta hacia un 
ayudante que está en el suelo. ¿Cuál es la velocidad horizontal 
mínima vp para que el objeto pase justo por el punto В? Ubicar 
el punto de impacto especificando la distancia s indicada en la 
figura. 


Resp. vo = 6,64 m/s, $ = 2,49 m 


Figura problema 2.63 


2.64 Los movimientos хе y de las guías A у В, cuyas ranuras 
forman ángulo recto, controlan el movimiento del pasador de 
enlace P, que resbala por ambas ranuras. Durante un corto in- 
tervalo esos movimientos están regidos por x = 20+ 12 е 
у = 15- 163 , donde хе y son milímetros y t son segundos. Cal- 
cular los módulos de la velocidad v y la aceleración a del pasa- 
dor para t = 2 s. Esquematizar la forma de la trayectoria e 


indicar su curvatura en ese instante. 


Figura problema 2.64 


2.65 Un saltador de longitud se acerca a la raya А con una 
velocidad horizontal de 10 m/s. Hallar la componente vertical 
2, de la velocidad de su centro de gravedad, еп el momento del 
brinco, necesaria para que realice el salto representado. ¿Qué 
altura h sube su centro de gravedad? 

Resp. 0, = 3,68 m/s, h = 0,690 т 


7,5 m 


Figura problema 2.65 


2.66 La coordenada y de un punto animado de un movi- 
miento curvilíneo está dada por y = 48-31, donde y son metros 
y t son segundos. Además, el punto posee una aceleración en 
la dirección x que vale a, = 12t m/s?. Si la velocidad en la direc- 
ción x es de 4 m/s cuando t = 0, calcular los módulos de la ve- 
locidad v y la aceleración a del punto cuando t = 1 s. Dibujar v 
y a en la solución. 


2.67 А un cohete se le agota el combustible en la posición re- 
presentada y prosigue en vuelo no propulsado por encima de 
la atmósfera. Si su velocidad en esa posición era de 1000 km/h, 
calcular la altura adicional h que alcanza y el tiempo t que tarda 
en llegar a ella. Durante esa fase del vuelo la aceleración de la 
gravedad es 9,39 m/ s?, 

Resp. h = 3,08 km, t = 25,6 s 


v = 1000 km/h 


Vertical Ж 


Figura problema 2.67 


Problemas representativos 


2.68 El vector de розісібп de un punto que se mueve en el 
plano x-y esta dado por 


donde г está en metros у t está en segundos. Hallar el ángulo 
que forman la velocidad у y la aceleración a cuando (a) t = 2 s 
y (b)t=3s. 


2.69 El piloto de un avión que transporta una saca de correos 
a un lugar remoto desea soltarla en el momento justo para que 
alcance el punto A. ¿Qué ángulo 0 deberá formar la visual al 
blanco con la horizontal en el instante del lanzamiento? 

Resp. Ө = 21,7" 
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NS 100 m 


Figura problema 2.69 


2.70 Demostrar el conocido hecho de que, para una veloci- 
dad de lanzamiento dada vp, el ángulo de lanzamiento Ө = 45° 
produce el máximo alcance К. Hallar éste. (Téngase en cuenta 
que esta conclusión no es válida cuando en el análisis se inclu- 
ye la resistencia del aire.) 


2.71 Con la condiciones iniciales indicadas, desde el punto А 

se dispara un proyectil. Hallar la distancia en pendiente s que 

localiza el punto В del impacto. Calcular el tiempo de vuelo t. 
Resp. s=1057 m, t=19,50 s 


vo = 120 m/s ¿UR 


Figura problema 2.71 


2.72 El punto Р describe la trayectoria circular de radio r, tal 
como se ilustra. Si Ө = @ = constante, demostrar que la acele- 
ración de P está siempre dirigida hacia el centro. 


Figura problema 2.72 
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2.73 Un punto se mueve en el plano x-y con una componen- 
te y de la velocidad, en metros por segundo, dada por vy = 8t. 
Su aceleración еп la dirección x, en metros por segundos al 
cuadrado, viene dada por a, = 4t, con t en segundos. Cuando 
t=0,y=2,x=0 y ©, = 0. Hallar la ecuación de la trayectoria y 
calcular la celeridad del punto cuando la coordenada x alcan- 
za el valor 18 m. 


Resp. (у – 2)? = 144x?, v = 30 m/s 


2.74 Соп una velocidad vp = 25 m/s se dispara un proyectil 
desde el suelo de un túnel de 5 т de altura. Hallar el alcance 
máximo R y el ángulo de disparo O correspondiente. 


5m Vp = 25 m/s 


| 


A 


Figura problema 2.74 


2.75 Durante un cierto intervalo del movimiento el pasador 
P es obligado a moverse por la ranura parabólica fija merced a 
la guía ranura vertical, la cual se mueve en la dirección x a la 
velocidad constante de 20 mm/s. Las cantidades están todas 
en milímetros y segundos. Calcular los módulos de la veloci- 
dad v y la aceleración a del pasador P cuando x = 60 mm. 


Resp. v=25mm/s, a=5mm/s* 


y 


МУУ) 


Figura problema 2.75 


2.76 Si el tenista de la figura saca horizontalmente (Ө = 0), 
calcular su velocidad si el centro de la pelota salva la red de 
0,90 т con un тагееп 150 mm. Determinar también la distan- 
cia s desde la red al punto en que la pelota choca con el suelo 
de la cancha. Despreciar la resistencia del aire y el efecto del 
giro de la pelota. 


пут 


Figura problema 2.76 


2.77 Siel tenista del problema 2.76 saca con una velocidad v 
de 130 km/h y un ángulo Ө = 5°, calcular la distancia con que 
el centro de la pelota salva el borde superior de la red y la dis- 
tancia s desde la red al punto en que la pelota choca con el sue- 
lo de la cancha. Despreciar la resistencia del aire y el efecto del 
giro de la pelota. 

Resp. h = 107,5 mm, s=5,15m 


2.78 La velocidad de un proyectil en la boca de un fusil de lar- 
go alcance, situado en A, es u = 400 m/s. Hallar los dos ángulos 
de elevación Ө que permitirán al proyectil alcanzar el blanco В 
de la montaña. 


Figura problema 2.78 


2.79 Se lanza un proyectil con una velocidad inicial de 
200 m/s y un ángulo de 60* respecto a la horizontal. Calcular 
el alcance R medido pendiente arriba. 

Resp. К = 2970 m 


200 m/s 


Figura problema 2.79 


2.80 Las bolas de cojinete salen del canal horizontal a una 
velocidad de módulo u y caen, según se muestra, por el orificio 
de 70 mm de diámetro. Calcular entre qué limites puede variar 
и para que las bolas entren en el orificio. Los casos límites se re- 
presentan con trazo discontinuo. 


ая 80 
ыы mm 
ч. М с 
AO | 
Vas жы 
/ \ 1 
HDS 
70 
mm 


Figura problema 2.80 


2.81 Un partícula es expulsada del tubo A con una velocidad 
v y formando un ángulo 0 con el eje vertical y. Un intenso vien- 
to horizontal comunica a la partícula una aceleración horizon- 
tal constante en la dirección x. Si la partícula golpea en el suelo 
en un punto situado exactamente debajo de la posición de lan- 
zamiento, hallar la altura h del punto A. La aceleración descen- 
dente en la dirección y puede tomarse como la constante Ф. 


Resp. h = 202 sen ecos 0+ ¿sen ө) 


Figura problema 2.81 


2.82 Е niño de la figura lanza hacia arriba la pelota con una 
velocidad v = 12 m/s y el viento comunica a la misma una ace- 
leración horizontal de 0,4 m/s? hacia la izquierda. ¿Con qué 
angulo @ hay que lanzar la pelota para que vuelva al punto de 
partida? Supóngase que el viento no afecta al movimiento ver- 
tical. 
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